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PREFACE.

« C'est Icy un livre de bonne foy, lecteur
... Mes deffauts s’y liront au vif.... »

Moxtaiess, Préface des Essais.

Le premier traité d’Arithmétique supérieure, ou d’Arith-
mologie, a été publié i la fin du siécle dernier par LEGeENDRE,
sousle titre : Essai sur la théorie des nombres (Paris, an vr).
Cet excellent ouvrage renfermait non sculement tout ce qui
¢tait connu jusqu’alors sur cette science, et notamment les re-
cherches d’EvLEr et de LAaGraNGE, sur les théorémes ¢énoncés
par FerMaT, mais encore les nombreuses découvertes de I'il-
lustre auteur, qui rendit de si grands services a I’Arithmé-
tique. On lui doit surtout le théoréme fondamental qui porte
son nom, c’est-a-dire la Lot de réciprocité des résidus qua-
dratiques. Deux autres éditions, considérablement augmen-
técs, ont été publices de son vivant; la troisieme, définitive,
en trois volumes in-4°, en 1830. Celle-ci vient d’étre traduite
cn langue allemande par M. Maser (Leipzick, 1886).

Dans la premiére année du siécle, Gauss fit paraitre les
Disquisitiones arithmetice (Leipzick, 1801). Une traduc-
tion francaise, les Recherches arithmétiques (Paris, 1807),
est due a PovLLer-DELisLe. Depuis, de nombreuses éditions
de cet ouvrage admirable ont été publiées dans plusieurs
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langues, et notamment la version originale, en langue alle-
mande, pour laquelle I'auteur n’avait pu trouver d’é¢diteur!

Ce livre, monument impérissable, dévoile I'immense
¢tendue, I'étonnante profondeur de la pensée humaine. Son
auteur excella dans toutes les parties des Sciences mathé-
matiques, pures ct appliquées; dans I’Analyse algébrique,
dansla Théoric des fonctions, dans le Calcul des probabilités,
dans la Géométric des surfaces, dans I’Astronomie physique
et pratique, dans la Mécanique céleste, dans1'Optique, dans
le Magnétisme, dans la Théorie des attractions, etc.; ses
compatriotes I'ont, avec raison, surnommé Princeps mathe-
maticorum. Mais ce que ce savant illustre, que 'on doit
placer & coté des plus grands génies scientifiques de I'huma-
nité, préférait par-dessus tout, c’était sa chére Arithme-
tique, ainsi qu'il le répétait continuellement dans sa cor-
respondance; nous n'y contredirons point.

Les découvertes de Gauss ont donné lieu & de nombreux
mémoires sur I’Arithmétique, surtout en Allemagne; mais
nous nc pouvons citer ici que les principaux traités didac-
tiques. — En France, Poinsor publie, dans le Journal de
Liouville (t. X, 1845), un mémoire intitulé : Réflexions sur
les principes fondamentaux de la Théorie des nombres;
cet ouvrage mérite I'attention & plus d’un titre, surtout par la
clarté ct I'élégance de I'exposition, mais non par la nou-
veauté ; malheureusement, la démonstration du principe, sur
lequel repose tout I'ensemble, n’est pas rigoureuse, bien que
toutes les conséquences en soicnt exactes. — Nous devons
rappeler encore les deux opuscules de LesesGuE : Exercices
d’Analyse numeérique et Introduction a la Théorie des
nombres (Paris, 1859 et 1868). On doit regretter que cet



PREFACE. VIl

auteur n’ait pu terminer la publication qu'il avait annoncée.
— Enfin le second volume du Cours d’Algébre supé-
ricure, de SErreT (4°édition), est consacré presque entiére-
ment a la théoric des congruences et a ses applications &
la résolution algébrique des équations; mais, par suite d*une
inadvertance inconcevable, dés la premiére page, plusieurs
des démonstrations présentées par l'auteur manquent de
rigueur. En particulier, nous signalerons comme imparfaite
la démonstration du théoréme de Bacuer, que tout entier
cst la somme de quatre carrés, ou de moins de quatre. Cette
critique n’a pas pour but de diminuer I'importance de I'excel-
lent ouvrage de Serrer, qui d’ailleurs a été apprécié, tra-
duit et publié en Allemagne (Leipzick, 1879) par M. Wer-
tHEIM. Nous exposerons, dans le second volume, une fort
belle démonstration du théoréme de BacueT, qui nous a été
communiquée par M. Matror, ingénieur cn chef des Mines.
M. Tcuesycuer a publié en langue russe la Théorie des
congruences (Saint-Pétersbourg, 1847). Une traduction en
langue allemande vient de paraitre par les soins de M. Scua-
PIRA, professeur & I'Université de Heidelberg (Berlin, 1889).
Cet ouvrage contient, dans |’original mais non dans la traduc-
tion, la démonstration de I'un des plus beaux et des plus dif-
ficiles théorémes de I'Arithmétique transcendante ; nous don-
nerons, dans le troisitme volume, une simplification de cette
admirable démonstration, qui suffirait 4 clle seule pour ob-
tenir 'immortalité, si son auteur ne s'était surpassé lui-
méme par l'invention d'un nouveau genre de calcul, pour la
détermination des maxima et des minima d'intégrales com-
prises entre des limites données, et par ses nombreuses et
utiles applications 4 la Mécanique des systémes articulés.
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Il serait trop long de donner la liste des duvrages qui ont
paru en Allemagne, dans ces derniéres années, sur le sujet
qui nous occupe. Nous nous bornerons 4 citer les Lecons de
Leieune-DiricHLET, publiées par M. Depexino : Vorlesungen
itber Zahlentheorie. La troisiéme édition de ce délicieux
traité (Brunswick, 1881) contient, en dehors de la démon-
stration du célebre théoréme de DiricuLET sur la présence
des nombres premiers dans les progressions arithmétiques,
de remarquables et importantes additions de I'éditeur sur
I’ Arithmétique générale. Pour terminer, nous citerons les
Lecons académiques de M. Bacumany sur la derniére section
des Disquisitiones de Gauss, sous le titre : Die Lehre
von der Kreistheilung und ihre Bezichungen zur Zahlen-
theorie (Leipzick, 1872).

Telles sont les principales sources d’ou notre ceuvre dé-
coule.

Depuis longtemps, nous avons amassé et recueilli des do-
cumenls nombreux, intéressants, de tous auteurs ct de tous
pays, pour écrire un livre sur le sujet qui nous occupe. Nous
y ajoutons unc partie de nos propres recherches, que nous
avions publiées dans ce but, au jour le jour, un peu partout
ct noltamment dans les Comptes rendus, les Bulletins des
Académics des Sciences de Turin, Rome et Saint-Pé-
tersbourg, de la Société mathématique de France; dans I'4-
merican Journal, a Baltimore, dans les Comptes rendus de
I’Association francaise pour I'Avancement des Sciences, dans
les Noucelles Annales de Mathématiques, dans la Nouvelle
Correspondance et dans Mathesis, & Bruxelles ct & Liége,
dans le Messenger of Mathematics, 4 Cambridge, ctc.

Ll nous reste & indiquer le plan général de ce livre. Nous



PREFACE. X

prenons la science a son origine et, dans I'Introduction, nous
indiquons les débuts, les progrés et les applications de
I'Arithmétique, tout en restant dans les idées géncérales.
Nous compléterons cet exposé, s'il y a lieu, pour les volumes
qui suivront. Nous insistons sur les procédés du calcul, d’au-
tant plus qu’on les néglige dans les éléments, & ce point que
la construction des tables de multiplication est enseignée
d’une maniére défectueuse. Nous mettons les calculs dits
algébriques en face des calculs de I’ Arithmétique ordinaire,
car nous considérons le nombre entier d’'une maniére géné-
rale, indépendante de son enveloppe, positif ou négatif, soit
qu’on le représente par des boules, par des chiffres ou par
les lettres de I'alphabet. Ce n’est pas dans la maniére de
figurer les nombres, de les habiller pour ainsi dire, que nous
distinguons I’ Arithmétique de 1’Algebre, mais c’est surtout
dans I'essence méme des nombres, dans la manit¢re de les
concevoir. La ligne de démarcation cntre I’Arithmétique et
PAlgébre provient de I'idée que l'on se fait du nombre,
suivant qu’'on le considére comme grandeur, ou simplement
comme numéro d’ordre, c’est-a-dire suivant que I'on accepte
ou que I'on refuse la notion de continuité ; c’est ainsi que la
doctrine des nombres irrationnels, des logarithmes, ectc., ap-
partient exclusivement au domaine de I'Algébre, c’est-a-dire
des fonctions analytiques.

Pour tout ce qui concerne les ¢léments du calcul, numé-
rique ou littéral, les développements marchent paralléle-
ment, quand on exclut la continuité. A toutes les opérations
du calcul décimal correspondent les opérations analogues du
calcul sur les polyndmes et ainsi pour la multiplication et
pour la division, pour la recherche des diviseurs et des mul-
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tiples communs des nombres et des polynémes enticers, pour
la décomposition en fractions simples ct pour le développe-
ment en fractions continues des nombres fractionnaires et
des fractions rationnelles, pour la décomposition d'un
nombre entier en facteurs premiers et d’'un polynéme en
facteurs irréductibles, etc. Mais il existe une différence
profonde entre ces deux caleuls, aussitot que 'on introduit
la notion de continuité ct, par suite, d’'incommensurabilité;
nous citerons quelques exemples.

Dans la théorie des équations algébriques, les théorémes de
Descartes et de Newrox ('), de RoLLe et de Stunm appren-
nent & connaitre le nombre des racines réclles d’une équation,
comprises entre deux limites données; mais il n’existe, quant
a présent, rien de pareil en Arithmétique, et nous ne con-
naissons aucun procédé de calcul pour déterminer le nombre
des factcurs premiers d’un entier donné compris entre deux
limites. La méthode de Huppe, dite des racines égales,
permet de décomposer tout polynéme contenant des facteurs
multiples ; mais il n’existe aucun procédé pour connaitre les
facteurs multiples d'un entier donné. Enfin la théorie des
fonctions donne naissance, par les développements en séries,
& des suites de nombres, qui sont les coefficients des puis-
sances des variables; mais la formation dec ces coefficients ct
leurs propri¢tés appartiennent essentiellement a I'Arithmeé-
tique, lorsque I'on peut former ces nombres, indépendam-

(*) Le théoréme de DEscARTES donne une limite supérieure des racines réelles
d’une équation par le compte des variations, c’est-d-dire des successions des
signes de tous les ensembles formés par deux termes consécutifs; dans le théo-
réme de NEWTON, on considére les ensembles de ¢rois termes consécutifs. La dé-
monstration de ce dernier théoréme a été donnée pour la premiére fois par M. SyL-
VESTER.
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ment de toute considération de continuité, par des opéra-
tions rationnelles. C’est ainsi que nous avons pu exposer le
calcul ctles propriétés de ces coefficients, mystérieux comme
les nombres premiers, que I'on appelle nombres de Ber-
NouLLl, d'EvLer, de Gexoccui, d’ IHamiLTox, cte.

Comme toutes les sciences, I'Arithmétique résulte de I'ob-
servation; elle progresse par I'étude des phénoménes numé-
riques donnés par des calculs antérieurs, ou fabriqués, pour
ainsi dire, par '’expérimentation ; mais elle n’exige aucun la-
boratoire et posséde seule le privilége de convertir ses induc-
tions en théorémes déductifs. Comme en Chimie, par
exemple, on prépare les nombres au moyen du calcul; parla
divisibilité, on décompose ceux-ci en ¢léments simples,
les facteurs premiers; par la théoric des résidus potentiels,
on détermine leur aspect et, en quelque sorte, leurs réactions
mutuelles; enfin, par la juxtaposition des nombres triangu-
laires, carrés, polygonaux, cubiques, etc., la théorie des
formes numériques rappelle I'étude des systémes cristallins.
Clest par 'observation du dernier chiffre dans les puissances
successives des nombres entiers que Fermat, notre Divus
Arithmeticus, créa I'Arithmétique supérieure, en donnant
I’énoncé d'un théoréme fondamental; c’est par la méthode
expérimentale, en recherchant la démonstration de cette
proposition, que la théoric des racines primitives fut imaginée
par EvLer; c’est par I'emploi immédiat de ces racines primi-
tives que Gauss obtint son célébre théoréme sur la division
de la circonférence en parties égales, et cclui-ci fut le point
de départ des profondes recherches d’AskL et de Gavrors, de
MM. Kumumer, HermiTe et Kronecker, dans I’Algébre supé-
ricure.
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Nous n’avons pas la prétention de comparer nos modestes
découvertes a celles de tous ces savants immortels; mais
c’est encore par 'observation de la suite de FiBonaccr

o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...,

dans laquelle chaque terme est la somme des deux termes
qui le précédent, que nous avons rencontré une proposition
nouvelle qui constitue la réciproque du théoréme de Fermat.
Nous en avons déduit un grand nombre de corollaires qui
permettent de savoir si un nombre donné p de vingt ou trente
chiffres est premier ou non, lorsque I'on connait la décom-
position en facteurs premiers de I'un des nombres (p % 1)
qui le comprennent. Par I'emploi de ce nouveau procéd¢,
nous avons énoncé un grand nombre de théorémes analogues
a celui de WivLson et obtenu des nombres premiers de vingt
ct de trente chiffres, tandis que le plus grand nombre premier
connu, il y a vingtans, (2*' — 1) indiqué par EvLer, n’en avait
que dix. Ainsi, par exemple, on a la proposition suivante
qui vient compléter le théoréme de Gauss dans la théoric
de la division de la circonférence : Pour que le nombre

2t 1
soit premier, il faut et il suffit qu’'il divise le nombre
3 g,

La théorie des suites récurrentes est une mine inépuisable
qui renferme toutes les propriétés des nombres; en calculant
les termes successifs de telles suites, en décomposant ceux-ci
en facteurs, en recherchant par I'expérimentation les lois de

I'apparition et de la reproduction des nombres premiers, on
fera progresser d'une manic¢re systématique 1’étude des pro-
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priétés des nombres et de leurs applications dans toutes les
branches des Mathématiques.

Nous avons donc exposé I’ensemble des vérités fondamen-
tales du Calcul ct de I’ Arithmétique, d’aprés le mode analy-
tique, en laissant de coté toute préoccupation de programmes
officiels. Puisque toutes nos opérations et tous nos raisonne-
ments ne portent que sur les nombres enticrs, indépendam-
ment de toute considération de continuité ou d'irrationna-
lité, nous faisons abstraction des nombres qui entrent dans
les formules, pour ne voir que I'ordre de succession des opé-
rations que l'on applique & ces nombres, d’une maniére cf-
fective ou supposée. Nous rangeons ces opérations dans un
ordre naturel, logique, tel que chacun des signes ct des symi-
boles d’opération nécessite la connaissance de tous ccux qui
le précédent.

Le signe -+ de I'addition et son symbole extensif, Z.

Le signe — de la soustraction et celui des différences successives, A.

Le signe x de la multiplication et de son symbole extensif, II.

L'’exposant des puissances, a” et le symbole des factorielles, a™/".

Le signe : de la division exacte et les symboles des opérations dans
lesquelles on recherche le quotient approché, par excés ou par défaut,
et le reste d’une division.

Le symbole de I'opération du plus grand commun diviseur et du dé-
veloppement d'un nombre rationnel en fraction continue.

Le symbole dela recherche des diviseurs d’'un nombre. — Le symbole
de la recherche des nombres inférieurs et premiers & un nombre donné.

Les symboles de Lecexpre et de Jacosi dans la théorie des résidus
quadratiques, etc., etc.

Aprés avoir ainsi classé ces opérations, nous les représen-
tons par les lettres de I'alphabet, dans 1'ordre ordinaire.



v PREFACE.

Cela posé, considérons une formule ou un raisonnement
quelconque; écrivons dans I'ordre ouils se présentent les dif-
férents symboles des opérations fictives ou effectuées, nous
formons ainsi un mot contenant une ou plusieurs des lettres
svmboliques, et d"ailleurs ces lettres peuvent entrer plusieurs
fois dans le méme mot. A chaque formule correspond un mot
symbolijue et inversement. En rangeant tous ces mots dans
I'ordre du dictionnaire, on obtient la succession logique
des vérités de I'Arithmétique. 11 est évident d'ailleurs qu’une
méme vérité peut occuper diverses places, suivant le mode
de raisonnement que I'on emploie pour sa démonstration;
d’autre part, deux questions qui paraissent voisines d’aprés la
nature de leur énoncé peuvent se trouver trés éloignées dans
le développement de notre ouvrage, lorsque les résultats con-
duiseut & des formules de nature différente. Ainsi, par
exemple, lorsque lon veut déterminer le nombre des disposi-
tions diftérentes d’objets placés sur un circuit fermé, on doit
considéver deux cas suivant que les objets sont tous distincts
ou que plusicurs d'eatre eux ne le sont pas. Dans le premier
cug, ona une formale trés simple (n® $2); il n'en est pas de
mdme dang le second et la formule correspondante ne peut
trouver sa place que dans le 1< Livee au Chapitre XXII (voir
U tddition VL, p. S, T peut encore se présenter d’autres
circonstaneces et, par exemple, dans la théoric des facto-
riclles, cextd-dive des produits de nombres en progression
writhwdtique, ot daas celle des puissances, c'est-a-dire des
predinits de nombres dgan;: ceux-ci reviennent & des facto-
viellex dany lesquelles slannule la raison 7 de la progression
arthdtiue, Souvent, le cas général donne des formules
P amples, tandis que le cas particulier produit des for-
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mules illusoires. C’est pour ce motif que nous avons placé
parfois le symbole de la factoriclle avant celui dc la puissance.

En beaucoup d’endroits, nous avons employ¢ dans nos rai-
sonnements le mode de calcul sur I'échiquier, & I'imitation de
Pascar, dans son fameux Traité sur le triangle arithmétique.
Pour montrer la supériorité de ce procédé général d’Arith-
métique de position, nous avons donné, dans le Chapitre sur
le Calcul des probabilités, les solutions si ingénieuses de
M. Dsranyoy, au sujet du Scrutin de ballottage et de la
Durée du Jeu. Cette méthode donne, quant a présent,
Funique solution d'une question difficile posée par Laprack,
tandis que les résultats présentés réccmment & 1’ Académic
des Sciences ont une forme illusoire.

Dans un but de simplification, nous nous servons de quel-
(ques mots nouveaux : d’abord, ceux de codiviseurs et de co-
multiples, qui se comprennent d’cux-mémes ; nous désignons
par indicateur d’un entier nle nombre des entiers inférieurs
4 n ct premiers avec lui; nous désignons par le mot gaussien
de @ pour un module donné le plus petit exposant g de
a pour lequel (a¥ — 1) est un multiple du module; enfin,
avec M. SyLvesTER, nous appelons cumulant le résultat de
Popération du symbole généralisé d’Evier, dans la théorie
des fractions continues. — Nous avons cmployé, pour les
raisonncments et les formules, les signes connus, en choisis-
sant toujours ccux qui donnent aux formules la physionomie
la plus simple et la plus claire ; nous avons adopté le signe =
de la congruence, qui est indispensable dans les théories de
I'Arithmétique supérieure; et d’ailleurs, il a été accepté de-
puis Gauss par tous ceux qui ont fait faire quelques progrés

b
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4 la Théoric des nombres. De plus, dans notre méthode de
calcul symbolique, nous avons employé le signe <; on ne doit
pas considérer ce symbole autrement que le signe = de I'éga-
lité ; mais nous avons pris cette forme spéciale pour indiquer
au lecteur qu'il faut faire le développement des deux membres
de la formule symbolique, avant d’écrire leur égalité, ou leur
identiteé.

Tels sont les principaux points sur lesquels nous croyons
devoir appeler I'attention. Nous savons bien que certaines des
théories exposées paraitront parfois trop longues ct parfois
trop concises ; aussi nous regrettons de n’avoir pu faire subir
a cet ouvrage I'épreuve d’un enseignement public. Cepen-
dant nous espérons 'amé¢liorer dans une édition ultérieure,
ct nous invitons tous nos lecteurs a vouloir bien nous sou-
mettre les observations, corrections et additions, que son
¢tude pourra leur suggérer.

B ———
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« Lexque datur numeris magnorum horrenda laborum
(Ovinx, Metam., liv. VII).

Dés son apparition sur la terre, 'homme imagine le calcul pour
distinguer, pour compter les objets qu’il échange ou dont il a
besoin. Puisqu’il n’a ni papier, ni crayon, il compte en faisant
des marques ou des stries sur les troncs d’arbres, sur les os des
animaux, ou bien encore il assemble des cailloux (d'oti vient le
mot calcul), quilui rappellent le nombre des objets qu'il a consi-
dérés. On retrouve, dans les cavernes de I'époque primitive, des
os striés réguliérement, comme la taille de la boulangére, dont
I'origine et le but sont incontestables. Ils servaient & compter,
par le procédé le plus élémentaire qui représente I'idéc méme de
la formation des nombres, par 1'addition successive de I'unité.

Plus de trente-cinq si¢cles avant notre ére, les Chinois se ser-
vaient de boules pour représenter les nombres. Ils employaient,
dans le commerce et dans les affaires, de petites cordes & nceuds
dont chacune avait sa signification particuliére. Elles sont repré-
scntées dans deux tables que les Chinois appellent Ho-tou et
Lo-chou ('), et qui sont, de deux fagons différentes, la figuration
des neuf premiers nombres, au moyen de boules.

(*) « Les premiéres colonies qui vinrent habiter le Se Tchuen n’avaient, pour
toute littérature, que quelques abaques arithmétiques faits avec de petites cordes
nouées, A l'imitation des chapelets, & globules enfilés, avec quoi ils calculaient
et faisaient leurs comptes dans le commerce. Ils les portaient sur eux et s'en
servaient quelquefois pour agrafer leurs robes; du reste, n’ayant pas de carac-
téres, ils ne savaient ni lire, ni écrire. » (DuBALDE, Description de la Chine
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Les anciens Tartares avaient, pour s’entendre, des Ahé-mou
ou bitonnets entaillés d’une maniére convenue; ils s’en servaient
pour communiquer d’une horde a I'autre. Ces batonnets indi-
quaient, en temps de guerre, le nombre d’hommes et de chevaux
que chaque campement devait fournir. Les habitants du Pérou,
au temps des Incas, avaient des cordelettes nouées qu'ils appe-
laient des Quippos, et dont on trouve plusieurs échantillons au
musée ethnographique du Trocadéro. Elles étaient de différentes
couleurs et pouvaient se nouer et s’entrelacer de bien des ma-
niéres. Le nombre des nceeuds, leurs dispositions, leurs enchevé-
trements avec des baguettes, leurs situations diverses sur un
anneau central en mélal, en bois ou en os, permettaient d’expri-
mer de cette facon une suite assez considérable de nombres.

Ainsi, la premiére notion du nombre, qui a dd précéder de
plusieurs siécles I'alphabet et l'écriture, n’est qu’une simple
question d’ordre ou de numérotage. Dela résulte immédiatement
I'idée de la suite des nombres entiers et, simultanément, celle de
I'addition. Au lieu de compter par un, dans la suite naturelle des
nombres désignés par des mots convenus, on compte de deux en
deux, et I'on distingue les nombres pairs des nombres impairs.
Déja, dans le Lo-chou, les nombres pairs sont représentés par
des boules noires et les nombres impairs sont représentés par des
boules blanches. Puis I'on compte de trois en trois, de quatre en
quatre, ..., et I'on a la notion de I'addition par cette question :
Quel est le nombre qui vient un certain nombre de rangs aprés
un autre? Dés lors, les premiéres propriétés des nombres appa-
raissent a I'humanité, car I'idée d’addition est indépendante de la
continuité, de la grandeur, de la mesure; elle ne dépend que de
I'ordre ou du numérotage. C’est qu’en effet « les principes gé-
néraux de I'Analyse mathématique ont leur source naturelle dans
la simple considération de I'ordre ou de la disposition mutuelle
qu’on peut observer actuellement entre plusieurs objets ; ce qui

et de la Tartarie chinoise, p. 293; 1735). — Voir, pour plus de détails, notre
article de La Nature du 1" mars 189o, intitulé Chinoiserie arithmetique.
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me, parait le plus haut point d’abstraction et de généralité ou il soit
permis de porter la science » (').

C’est ainsi que, parmi les principales propriétés des nombres,
on trouve dés le commencement cette proposition que I'on doit
considérer comme l'axiome fondamental des Mathématiques : Le
nombre est indépendant de l'ordre et des divers groupements de
ses unités. Dans le Lo-chou, que nous figurons avec des chiffres,
au lieu de boules, les neuf premiers nombres

4 9 2
3 » Vi
8 1 6

sont rangés sur les neuf cases d’un carré, ct la somme des nom-
bres renfermés dans une méme ligne, dans une méme colonne,
ou dans chacune des deux diagonales, est constamment égale a
quinze. EL pourtant cette figure, qui représentait peut-étre une
boite portative de poids, dans laquelle on avait cherché et trouvé
I'équilibre, et que I'on appelle actuellement un carré magique,
doit étre considérée comme le plus ancien document de ’Arithmé-
tique, puisqu’elle renferme quelques-unes des propriétés élé-
menlaires des nombres.

Les échanges commerciaux ont donné naissance a la soustrac-
tion, opération inverse de I'addition, qui revient a ceci : Quel est
le nombre qui se trouve un certain nombre de rangs avant un
autre ? Mais, dans cette opération, il se présente parfois une sorte
d’impossibilité; c'est lorsqu’il s’agit de retrancher d’un certain
nombre un autre plus grand, plus éloigné dans la série des nom-
bres. De 13, dans le commerce, ces distinctions du débit et du

() Poinsot, Introduction a la Théorie des nombres, p. 2 du Mémoire, dans
le Journal de Liouville (t. X, 1845).
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crédit, de I'actif et du passif, du doit et de I'avoir. Dans la science
pure, cetle impossibilité disparait en donnant des appellations et
des signes aux résultats, et 'introduction des nombres positifs
et des nombres négatifs, toute naturelle, se fait d’elle-méme.
D’abord, si I'on retranche un nombre d’un nombre égal, on dit
zéro, et 3éro devient un nombre entier qui représente I'origine
de tous les nombres; puis, aprés avoir numéroté dans un sens,
on numérote dans le sens opposé, comme dans I’échelle des ther-
mométres, et I'on dit moins un, moins deuxz, .... Il n’est pas dou-
teux que celte interprétation de sens ou de direction, méme pour
les nombres abstraits, était connue dés la plus haute antiquité.
Pour justifier cette opinion, il nous suffit d'indiquer la représen-
tation des nombres voisins de cinq, c’est-d-dire quatre et six,
représentés par IV et par VI dans la numération des Romains, ou
encore celle des nombres IX et XI qui comprennent X. Mais
c’est & Descartes que 'on doit I'introduction systématique des
nombres négatifs dans les calculs de la Géométrie, de I'Arithmé-
tique et de I'Algébre, soit que ces nombres se présentent dans
les données des problémes, soit qu'ils se présentent dans les
résultats.

La répétition des mémes affaires commerciales conduit 4 ’ad-
dition des nombres égaux, ou ala multiplication, qui n’est qu'une
addition abrégée, encore indépéndame de l'idée de mesure, de
grandeur, de continuité. Pour calculer plus rapidement, on ima-
gine des tables et des appareils de calcul, que I'on appelle bouliers
et abaques. On doit noter la mémorable invention de Fo-car,
premier empereur et législateur de la Chine (3500 ans avant notre
¢re), pour représenter les nombres jusqu’a soixante-quatre; c'est
le Je-kim (), boulier formé de six tiges paralléles sur chacune
desquelles on peut faire glisser une seule boule. Lorsque la boule
est placée au milieu d’une tige, ellec représente deux fois le nombre

(') Voir notre article intitulé Les appareils de calcul et les jeux de combi-
naisons, dans la Revue scientifique du 4 janvicr 18go.
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que représenterail une boule sur la tige placée immédiatement
au-dessous. En d’autres termes, de la premiére a la sixiéme tige,
les boules valent

un, deux, quatre, huit, seize, trente-deux,

et le nombre marqué sur le boulier est la somme des nombres
représentés par chacune des boules. Mais, pour parvenir 4 compter
des nombres de plus en plus grands, et, par exemple, pour dénom-
brer les étoiles du ciel, les habitants d’une ville ou d’une contrée,
il fallut d’abord augmenter le nombre des tiges et employer simul-
tanément plusieurs bouliers. En plagant quatre boules sur chaque
tige, on convenait que les boules situées sur les tiges successives
avaient une valeur de cinq en cinq fois plus grande; avec neuf
boules, il était convenu que chaque tige servait a représenter des
nombres de dix en dix fois plus grands. Telle est I'origine du
boulier chinois nommé souan-pan, du boulicr russe nommé
schtote et des diverses transformations de ces appareils dont on
se servait couramment en Europe, au xive si¢cle, dans les calculs
de la Banque des argentiers. Les Chinois, les Russes et les
peuples de I'Orient se- servent encore couramment des bouliers.
Le jeu d'anneaux, que I'on appelle baguenaudier, d’origine chi-
noise, doit étre considéré comme une transformation du Je-kim et
construit plus spécialement pour la classe des lettrés et des man-
darins.

L'emploi des bouliers conduit directement a la numération
parlée et & la numération écrite; la numération décimale était
connue en Chine et aux Indes, d¢s les temps les plus reculés; elle
nous a été transmise par les Arabes, avec leurs chiffres et le zéro.
On ne doit pas confondre les abaques avec les tables de multi-
plication; dans I'origine, c’étaicnt des tables en bois, en métal ou
en marbre, divisées en compartiments par des lignes Lransversales;
ces compartiments correspondaient aux tiges des bouliers; on y
plagait des pions ou des cailloux, ou I'on y tragait encore des
sigues surle sable, le pulvis eruditus, dont ils étaient recouverts,
comme dans la Table de Salamine, ou I'abaque de Borce. « Le
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syst¢me de numération décrit par Bokce est identique, quant aux
principes, & notre Arithmétique actuelle et n’en différe, en pra-
tique, qu'en ce seul point, qu'on faisait usage d'un Tableau
colonnes, pour indiquer les différents ordres d'unités décuples,
ce qui permeltait de marquer par une place vide Pabsence d'un
nombre, que nous marquons aujourd’hui par un signe figuré,
c’est-d-dire, en d’autres lermes que, dans ce systéme, le zéro était
une place vide » (!). — Mais pendant leurs vingt siécles d’exis-
tence les Romains n’ont pas connu I'emploi du zéro. Ils n’avaient
pour numération que le systéme défectueux qu’ils nous ont
transmis; par suite, ils ignorérent I’Arithmétique et la Géométrie.
Ils ont dédaigné les connaissances si subtiles, si idéales des Grecs
qu’ils avaient conquis; ils ont brilé les écrits d’Arcuivine. Leurs
mathématiciens étaient des esclaves, les Calculatores, ct leur
bagage scientitique se réduit aux médiocres travaux des Agri-
mensores ct des Gromatici de la décadence.

Les questions des partages et des hérilages, que I'on rencontre
continuellement dans les ouvrages des auteurs arabes, avaient
donné naissance, d’une part, a la division et aux nombres fraction-
naires; d’aulre part, a la Géométrie, par I'évaluation des surfaces
et des volumes. Des les temps les plus reculés, les Hindous figu-
raient les nombres par des briquettes de bois ou d’argile, en forme
de parallélépipédes rectangles de méme hauteur, et dont la lon-
gueur et la largeur étaient des multiples de la hauteur. C’est en
tenant compte des indications puisées dans les ouvrages d’Arva-
BHATTA que nous avons pu reconstituer la 7Z'able de multiplication
des Indiens, dont on trouvera un exemplaire dans la collection
des machines a calcul que nous avons réunics au Conservatoire des
Arts et Métiers. Au moyen de cettc Table, on peut démontrer la
plupart des théorémes concernant la mesure des surfaces et des
volumes, ainsi que les formules sur la somme des premiers nom-

(') CuasLes, Ezxplication des Traites de I’Abacus et, particuliérement, du
Traite de GERBERT (Comptes rendus de I’ Academie des Sciences; Paris, 1843).
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bres entiers, triangulaires, carrés, cubes, etc. (voi'r Chap. V et
XIV). Mais, pour parvenir & la sommation. des puissances numé-
riques de tous les degrés, il fallait inventer des nouveaux procédés
de calcul dont on trouve la base dans le Triangle arithmétique
qui étail connu des mandarins chinois; mais c’est surtout 3 FErMAT
et & Pascar qu'il faut attribuer le développement de cette admi-
rable méthode de calcul au moyen de laquelle ils sont parvenus a
résoudre les problemes des combinaisons et du Calcul des proba-
bilités, ainsi qu’a établir les formules fondamentales du Calcul
des sommes, du Calcul différentiel et du Calcul intégral.

PyrHiGORE (né v. 580 av. J.-C.) était allé s'instruire en Egypte
ct dans les Indes, avant de fonder en Italie I'école pythagoricienne.
On appcelle Table de Pythagore la table de multiplication des
premiers nombres; I'observation de la table montre, en plus de la
svmétrie, que son intérieur nec renferme pas tous les nombres,
mais nc contient que ceux qui sont le produit de deux autres ; de
la, la distinction des entiers en nombres premiers el en nombres
composés et la théorie des diviseurs et des multiples. Dans le
VII¢ Livre des E'léments de Géométrie, Evcrior (v. 285 av. J.-C.)
en a exposé les premicrs principes avec I'élégance et la rigueur
ordinaires aux anciens; c’est 4 EvcLine que 'on doit cette propo-
sition : La suite des nombres premiers est illimitée. On lui doit
encore I'idée des nombres parfaits, abondants, déficients, ali-
quotaires, c’est-a-dire des entiers qui sont égaux a la somme de
leurs parties aliquotes, ou plus petits ou plus grands, ou égaux
a une fraction donnée de cetlc somme. Cette recherche a été
conlinuée par Fermuar, Descartes, FrénicLe, Evirer, et reprise
de nos jours; mais, malgré les efforts des savants les plus illus-
tres, elle a fait peu de progrés depuis vingt siécles; on ne connail
actucllement que neuf nombres parfaits pairs et I'on ne sait pas
s’il existe des nombres impairs qui soient parfaits.

C’est a Pyruacore ct a ses disciples que I'on attribue les pre-
miéres notions de la doctrine des nombres incommensurables. On
doil noter surtout une démonstration de I'incommensurabilité du

rapport de la diagonale d'un carré a son cdté; c’est une figuration
L.
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géométrique du développement de /2 par la méthode dite des
Sractions continues, retrouvée au xv1° siécle par CaraLpi, mais
qui était bien connue des géométres indiens sous une forme plus
élégante, plus systématique. Pour la résolution des problémes, ils
avaient imaginé l'analyse indéterminée du premier degré et du se-
cond degré; on en retrouve des exgmples sur les papyrus et les
obélisques des Egyptiens.

L’extraction de la racine carrée d’un nombre entier A avant été
reconnue impossible, en démontrant qu’'on ne pouvait résoudre ¢n

nombres cntiers Féquation
rt—Ajy? —o,
ils avaient remplacé celle-ci par I'équation, dite de Prri,

rt— Ay ===,

Les ouvrages de Branvecurra et de Buascira Acharya don-
nent la maniére de déduire, d'une scule solution, toutes les autres
solutions entiéres d’une équation indéterminée du second degré a
deux inconnues, et cette analyse, que nous attribuons a EcLer et
a Lacrancr, était connue aux Indes depuis plus de dix siécles!
Mais nous devons rappeler surtout 'admirable et rapide procédé

d’extraction de la racine carrée que nous expliquerons sur DY
On considére 2 comme le produit des nombres 1 et 2; on en prend
la moyenne arithmétique et la moyenne harmonique, et 'on ob-
tient les deux nombres 3 et 3 dont le produit est égal a 2; en répé-
tant sur ces deux nombres P'application du procédé, on obtient les
deux nombres {] et 33 de produit 2, puis les deux nombres $it et
12, ct ainsi de suite. On arrive ainsi rapidement a deux suites de

nombres : les moyennes arithmétiques et les moyennes harmoni-
ques. On démontre facilement par le calcul ou par une figure géo-
métrique que les premic¢res vont en décroissant, en surpassant y/2;
que les secondes vont en croissant sans dépasser \/;, et que la
différence des deux moyennes du méme rang décroit avee une trés
granderapidité.
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En effet, ce procédé revient & I'emploi simultané des fractions
continues et du calcul par logarithmes, puisque 'on calcule les
réduites du développement de /2 dont les indices vont en progres-
sion géométrique; et ainsi, pour écrire et non pour calculer les
deux moyennes dont le rang est 64, il faudrait, par cc procédé
de Baubnavana et d’Avasramsa, plus de deux cent millions de
stécles!

Nous avons cherché pendant longtemps I'extension de ce pro-
cédé aux racines cubique, biquadratique, etc.; le lecteur en trou-
vera les premiéres notions dans I'2dddition X. Nous en avons d¢-
duitun procédé de généralisation indéfinie des fractions continues,
en supprimant, comme il fallait s’y attendre, I'algorithme incom-
mode et défectucux de Cataror et de Brounken, et en nous scer-
vant de la théorie des substitutions linéaires.

C'est encore & Pyruacore, qui I'avait peat-étre empruntée aux
Indicns, que U'on attribue 'idée des triangles rectangles numd-
riques, c'cst-a-dire ccux dont les cotés sont des nombres entiers
tels que 3, 4, 5. En généralisant la méthode de Pyrtuacore, qui
repose sur le théoréme du carré de I’hypoténuse, on obtient la
formule suivante

(oSt L (ars)t = (P2 a2

que Procrus a attribuée & Puaton (430-347 av. J.-C.). Nous dé-
montrerons, dans le second volume, que cette formule renferme
sans exception tous les triangles rectangles primitifs (c’est-i-dire
ceax dont les cotés sont des nombres premiers entre eux), quand
on y remplace r et s par des nombres premiers entre eux, mais
de parité différente. Cette ¢tude a été développée surtout par Dio-
puantE, 4 'Ecole d’Alexandrie, puis par les Indiens et par les
Arabes. Désle ¢ siécle de notre ére, le géométre indien Branmy-
aurrs donnait des formules plus générales pour le triangle et pour
le quadrilatére inscriptible dont les cotés, les diagonales, les
rayons des cercles tangents & trois cdtés, la surface, clc., sont
des nombres entiers; et 'on peut dire que la science arithmé-
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lique principale des Arabes d'Orient et d'Occident, jusqu’au
xvi® siécle, fit consacrée a I'étude de ces figures et a leur classifi-
cation.

Nous présenterons ici quelques développements sur des théo-
ries qui paraissent étrangéres a notre sujet, afin de montrer
I'extréme importance de I'identité de PLaTon et, par suite, méme
en ce cas particulier, le réle universel de ' Arithmétique. Si I'on

pOSC
tan .
g'z =0
on a, comme l'on sait,
X _ r*—st? . _oars L _ors
(05? = ,:!—_*_—s!, Sing = ,—-;I—s_i’ angtp = .I‘—’—-- s2?

on peul donc exprimer loutes les lignes trigonométriques d’un
arc @ et de tous ses multiples par des fonctions rationnelles de
la tangente du demi-arc, c’est-a-dire de r et de s. Et ainsi toute la
Trigonométrie rectiligne n’est que le développement de calculs
qui reposent sur cette identité. — On la retrouve continuelle-
ment dans la théorie analytique des sections coniques, pour les
équations

-2
L=, x4 y1 = ely?, azr?+ by + cst=o,

soit que l'on rapporte ces courbes & deux syst¢mes de diamétres
conjugués, soit a un foyer, soit & un triangle autopolaire. Par
suite encore, cette identilé se reproduit constamment dans les
théories des cénes du second ordre et des coniques sphé-
riques.

I’identité de PraTon généralisée conduit & la formule

(rt—s2)(r} +s}) = (rry—ss;)2 + (rsy + r;s)?;

celle-ci permet de résoudre le probléme de trouver des triangles
rectangles numériques dont I'hypoténuse est égale au produit
des hypoténuses de deux autres; clle est due aux géométres



INTRODUCTION. XXvii

indiens et sc trouve dans le Liber quadratorum de FisoxNacc
(1202). En supposant r =r, et s =s,, on retombe sur I'identité
précédente. Cette formule exprime que le produit d'une somme
de deux carrés par unc somme de deux carrés est égale & unc
somme de deux carrés; on dit encore que le module du produit de
deux nombres imaginaires cst égal au produit des modules. On
démontre que toutes les solulions entiéres de I'équation indé-
terminée

x? _.i_}/! = 3N
sont données par la formule
s=(r+sit=z+ yi (mod &2 +1),

et ainsi la théorie des nombres imaginaires, la formule de
Moivre, elc., découlent encore de l'identité de Praron. Celle-ci
permet encore de faire disparaitre I'irrationnalité apparente de
nombreuses formules contenant le radical Vx_ﬁ'?}-—?, pour faire dis-
paraitre le radical on exprime z el y en fanction rationnelle de r
et des, par I'équation précédente. Plus généralement, on peut rem-
placer I'expression (2 + y*) placée sous le radical, par une
forme quadratique binaire quelconque (ax? + 2bxy + ¢y?). Ces
transformations importantes trouvent continucllement leur emploi
dans la théoric des équations, dans celle des courbes algébriques et
dans le Calcul intégral. Lorsque la quantité placée sous le signe
d’intégration est une fonction rationnelle de la variable x ct des

radicaux y/x — «, y/x — b, ou encore une fonction rationnelle de

la variable . et du radical \/m, on raméne le pro-
bléme, par Pidentité de PraTox, a I'intégration d’une fonction
rationnelle d'une autre variable. Il en c¢st de méme lorsque le
signe d’intégration renferme une fonction rationnelle des lignes
trigonométriques des multiples et des sous-multiples de la va-
riable.

« L'Arithmétique de DioraantE, qui est enticrement consa-
crée aux problémes indélerminés, contient un grand nombre de
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questions qui, par leur difficulté et la subtilité des artifices, don-
nent une grande idée du génie et de la pénétration de I'auteur,
surlout quand on considére le peu de ressources qu'il pouvait
employer; mais, comme ces problémes demandent plutot de
I'adresse et des procédés ingénicux que des principes difficiles,
el qu'en outre ils sont trop particuliers et conduisent rarement a
des conclusions générales, cel ouvrage semble plutét avoir fait
¢poque dans Thistoire des Mathématiques, parce qu’il fixe les
premiers vestiges de 1’Algcbre, qu'avoir enrichi I'Arithmétique
transcendante par de nouvelles découvertes. La science est bien
plus redevable aux modernes, parmi lesquels peu d’hommes, a la
vérité, mais tous dignes d'une gloire immortelle, Feryat, EvLEr,
Lacrance, Lecenpre (et un petit nombre d’autres), ont ouvert
I'entrée de cette science divine ct ont découvert la mine inépui-
sable de richesses qu’elle renferme » (*).

Cependant 'ouvrage de Dioraax1E conlient, en germe, la plu-
part des questions de notre science moderne. Dans un mémoire
adressé, en 1770, & ’Académie des Sciences de Berlin, Lacrancr
s’exprime ainsi : « C’est un théoréme connu depuis longtemps que
tout nombre entier non carré peut toujours se décomposer en
deux, ou trois ou quatre carrés entiers, mais personne, que je
sache, n’en a encore donné la démonstration. M. Bacuer ne Mezi-
riac est le premier qui ail fait mention de ce théoréme; il parait
qu’il y a é1é conduil par la question 31 du 1V¢ Livre de Dro-
PHANTE, ol le théoréme dont nous parlons est en quelque sorte
tacitement supposé; mais M. Bacuker s’est contenté de s’assurer de
la vérité de ce théoréme par induction, en cxaminant successive-
ment tous les nombres enticrs de 1 jusqu'’a 3235; et quant a la dé-
monstration générale, il avoue qu’il n’avait pas cncore pu y par-
venir ». C'est en recherchant la démonstration de ce théoréme, en
procédant du simple au composé, en déterminant quels sont les
nombres, qui sont égaux a unc somme de deux carrés, d'un carré

(') Gauss, Préface des Disquisitiones arithmeticee, d’aprés la traduction de
PouLLET-DELISLE; Paris, 1807.
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et du double ou du triple d’un autre carré, que FErmaT parvint a
I’énoncé de nombreux théorémes sur les nombres premiers qui
peuvent étre représentés par les formes

1-2_‘_}/" z!_'_?‘y” z!+3)r!’ eed

tels sont les premiers jalons posés dans le champ immense de la
théorie des résidus et des formes quadratiques.

En généralisant I'équation donnée par le carré de I'hypoténuse,
Fermar énonce et démontre ce théoréme que la somme ou la dif-
férence de deux bicarrés n’est jamais un carré, ou, en d’aulres
termes, qu’on ne peut trouver des nombres entiers ou fractionnaires
qui vérifient I'équation

3-5;5:]‘:3!;

puis il écrit sur une page de son exemplaire de Diopaante I'é-
noncé d’un théoréme, dont il assure avoir la démonstration, mais
Pexiguité de la marge ne saurait la contenir.

Cette proposition connue habituellement, sous le nom derder-
nier théoréme de Fermat, s’énonce ainsi : Il est impossible de
résoudre, en nombres entiers ou fractionnaires, l’équation in-

déterminée
:rl‘,—tyl' = zP,

dans laquelle p désigne un nombre entier plus grand que .
Pour p =3, le théoréme, énoncé avant FermaT par les algébristes
marocains, a été démontré par EuLer. Puis Lecenpre le démontra
pour p =10, Lam¢ pour p = 7, Leseune-Diricurer dans le cas de
p = 3; enfin M. Kvumer, pour tous les exposants pairs et pour
un grand nombre d’exposants premiers, mais beaucoup échappent
encore a sonanalyse. Parmiles plus grands mathémalticiens qui, de-
puis plus de deux siécles, ont aussi recherché vainement la solu-
tion de ce probléme, qui semble jeté comme un perpétuel défi i
Pintelligence humaine, nous signalerons encore les essais intéres-
sants de Sopmie GermaiN, d’AseL, de LiouviLLe et de LeBEscuE.
Et Gauss lui-méme s’en est occupé trés longtemps, bien qu'il n'y



XXX . INTRODUCTION.

fasse aucune allusion dans ses Disquisitiones, et qu'il ait écrit que
I’Analyse indéterminée était distincte de la Théorie des nombres.
Nous en donnerons une preuve irréfutable; c’est la VII® section de
son ouvrage, la plus belle, la derniére, dans laquelle il transforme
de tant de maniéres le quotient de (x?— yP) par (x — y); c'est
par la qu'il rencontre au détour sa célébre proposition sur la divi-
sion de la circonférence en parties égales.

Bacuer, dans son Commentaire sur ’Arithmétique de DiopranTE,
pose encore ce probléme de trouver deux nombres entiers ou
fractionnaires dont la somme ou la différence des cubes soit égale
a la somme ou a la différence des cubes de deux nombres donnés,
ce qui revient a la résolution de I'éguation indéterminée du troi-
siéme degré

(1) it ydi= A3,

en nombres entiers. Alors il y a lieu de rechercher dans quels cas
cette équation est possible ou impossible, pour les valeurs données
de A el, dans le cas de possibilité, de trouver toutes les solutions
de I'équation. EuLer et Lecenpre ont démontré que I'équation est
impossible lorsque A est égal a 1, 2, 3, 4, 5, 18 et 36; mais Le-
GENDRE s’est trompé pour le cas de A =6, car nous avons dé-
montré le théoréme suivant, dans '’American Journal (t. 1I) et
daos le Bulletin de la Société mathématique (t. VIII) : Pour
que Uéquation (1) soit vérifiée par des valeurs entiéres de A,
Z, ¥, 5, il faut et il suffit que A soit de la forme ha (X + p)v3.
Pour ). =1, u =3, v=1, on trouve A =6 el en particulier la so-
lution x = 17, y = 37, 5= 21, qui avait échappé a l'attention
de Lecenpre. Nous devons encore citer ici les beaux théorémes
de M. Syrvester et du R. P. Périn @ S¢ p, p, et ¢, q, dési-
gnent des nombres premiers des formes respectives (18n + 5)
et (18n+11), il est impossible de résoudre l’équation (1)
lorsque A prend les valeurs

P, 2P, 9P P, 4p% 9pty pq, P9t
749,99, 9%29% 99%* ppt oqql.
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Lorsque I'on remplace, dans I'équation (1), I'exposant 3 par
I’exposant 5, il existe encore de nombreux cas d’impossibilité,
pour des formes générales du nombre A qui ont été indiquées par
DiricuLer et par LEsescue. Mais, d’autre part, sil’on revient a cette
équation, dans les cas ol elle est résoluble, il y a lieu de recher-
cher toutes les solutions. FErmaT, LacrancE et Caucuy ont donné
le moyen de déduire d’une premiére solution une suite indéfinie
d’autres solutions par deux procédés qu'il est plus facile d’expli-
quer par des considérations de Géométrie analytique. Soient
(@, ¥, 5) les coordonnées homogénes d’un point P d’une cubique
ayant pour équation cartésienne f(x, y, 5) = o. Siles coordonnées
du point P sont rationnelles, elles fournissent une premiére solu-
tion en nombres entiers de 1'équation indéterminée du troisiéme
degré. Si I'on méne la tangente en P, celle-ci rencontre la cubique
en un point unique P’ donl les coordonnées, encore rationnelles,
représentent une autre solution de 1'équation, et ainsi de suite;
c’est 1 le procédé.de Fernvar. Mais la droite PP’ rencontre la cu-
bique en un point unique P’ dont les coordonnées sont encore
rationnelles; on déduit ainsi de deux solutions une troisiéme, et
ainsi de suite; celarevient au procédé de Lacrance ct de Cavcny ;
alors il s’agit de classer les solutions obtenues par I'application
successive des deux procédés. Cette classification s’oblient par une
admirable théorie imaginée par M. SyLvesTER, et qui s’appelle Ré-
siduation. Mais il reste a savoir si 'on obtient ainsi toutes les
valeurs enli¢res des inconnues; malgré tant d’efforts, la question
n’est pas encore résolue, méme dans les cas les plus simples. Nous
réserverons pour les volumes qui suivront I'indication de méthodes
qui peuvent servir & obtenir de nouveaux résultats dans I’Analyse
indéterminée cubique et biquadratique, et dans celle des degrés
supérieurs. ’

C’est en généralisant d'une autre maniére le théor¢me de Ba-
cHer que FErmaT énonce ce théoréme : Tout entier est une
somme de trois triangulaires, de quatre carrés, de cing pen-
tagones, de six hexagones au plus, et ainsi de suite. La démon-
stration de ce théoréme, cherchée vainement pendant deux siécles,
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n’a été obtenue pourla premiére fois, que par Cavcny qui a perfec-
tionné le théoréme, en modifiant 1'énoncé. Mais aprés toutes ces
propositions de FeruaT que 'on considére comme les derniéres,
il y en a d’autres encore. Nous publierous, a lasuite de cet ouvrage,
d’aprés les extraits d’une correspondance et de manuscrits inédits,
les énoncés et le commentaire de vingt-deux propositions aussi
difficiles, aussi inaccessibles.

Il nous reste a indiquer, dans une revue rapide, les applications
utiles et intéressantes de I'Arithmétique. En laissant de cété son
role universel dans toutes les sciences, sur tout ce qui sc compte
et se mesure, nous signalerons d’abord 'Arithmétique sociale
qui s’occupe des calculs de la banque, du commerce et de 1'indus-
trie, des assurances, de la stalistique, etc. Par la considération du
triangle arithmétique, Fermat et Pascavr ont jeté les premiers fon-
dements du Calcul des probabilités et ses applications aux jeux de
hasard et aux jeux de combinaisons. Le jeu du taquin, qui obtint
naguére un si grand succés, est une figuration intéressante de la
distinction des permutations en deux classes et du théoréme de
Bi:zour pour définir les signes des termes d’un déterminant; et,
d’ailleurs, tout théoréme de Géométrie, d’Algébre ou d’Arithmé-
tique peut donner lieu a I'invention d'un jeu correspondant. La
doctrine. des combinaisons trouve encore son application directe
danslaCryptographie,-en imaginant avec Carpan, Porta et Bacon,
des systémes de correspondance secréte pour la diplomatie et les
armées en campagne, ou en cherchant des procédés de déchiffre-
ment comme ceux de VikTe et de M. KerckHoFFs.

Aux divers systémes de numération se rapportent le baguenau-
dier, qui est unc transformation du boulier du systéme binaire,
ain‘i que la Tour d’Hanoi, que nous avons publiée en 1882, et
le jeu indien de Tchonka-Rouma; d’ailleurs, on peut imaginer
des appareils du méme genre pour tous les systemes de numé-
ration. C'est encore a cette théorie qu'il faut rattacher beaucoup
de problémes sur le jeu de dames et le jeu d’échecs; en parti-
culier, nous citerons le probléme des reines dont la solution a été
donnée par Gauss pour Péchiquier ordinaire.



INTRODUCTION. Xxxin

Dans la Géométrie de situation, on doit rappeler le probléme
des pontsde la Pregel, traité par EuLer, les divers problémes sur
les réseauz, les labyrinthes, les arbres géométriques et le jeu de
dominos; le jeu du solitaire, dont la théorie a été ébauchée par
Leisniz, le jeu icosien ¢’ HamiLton, etc. Le théoréme des quatre
couleurs, posé par Gurarie et démontré par M. Kemek, trouve
son utile emploi dans la Cartographie, pour le coloriage des
cartes avec un nombre minimum de couleurs. Nous rappellerons
encore les essais de VanoermonnE sur la Géométrie des tissus a fils
curvilignes et les résultats obtenus par M. Tarr, professeur de
I’Université d’Edimbourg, dans la Géométrie des naeuds, par des
considérations difficiles sur la partition des nombres.

La théorie des nombres premiers trouve d’importantes applica-
tions dans les diverses dispositions des tours a fileter; nousy
rattacherons le probléme de Monce, concernant le battement d’un
jeu de carles, qui est une figuration intéressante de diverses par-
ties de la théorie des substitations. C’est par 'application de plu-
sieurs théorémes de FErmMAT que nous avons pu obtenir la classifica-
tion des armures fondamentales dans la Géométrie du tissage pour
les tissus 4 fils rectilignes. Depuis, c’est par 'emploi de cette mé-
thode que nous avons trouvé une démonstration trés simple des
théorémes de Lrcenpre et de Jacosr sur la loi de réciprocité des
résidus quadratiques.

Enfin, c’est en cherchant a ranger, a classer les rouages et les
engrenages, que deux horlogers sont parvenus 4 des résultats inté-
ressants et inattendus dans la théorie des nombres. En 1814, Farey
énonce a la Société philomathique des propriélés remarquables
sur les suiles de fractions rangées par ordre de grandcur et dont
les termes ne dépassent pas des nombres donnés; ces propriétés
ont été démontrées par Caucny, amplifiées et perlectionnées par
Lesecne-Diricurer et, tout récemment, par M. Syrvester. En
1862, Brocor, dans un ouvrage sur le Calcul des rouages par
approximation, a posé, sans s’en douter peut-étre, des lois
fondamentales pour la formation et la classification des nombres
commensurables.
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Nous avons inséré, dans ce premier volume, beaucoup de ces
applications de I'Arithmétique, soit dans le texte, soit dans les
exercices. Les autres trouveront leur place dans une nouvelle édi-
tion de nos Récréations mathématiques, afin de mettre a profit
cette pensée de PascaL : « Les matiéres de Géométrie sont si sé-
rieuses d'elles-mémes, qu’il est avantageux qu'il s’offre quelque
occasion pour les rendre un peu divertissantes. »

Paris, juin 18g1.



THEORIE DES NOMBRES.

TOME 1.

LIVRE I.

LES NOMBRES ENTIERS.

CHAPITRE I.

ADDITION DES NOMBRES ENTIERS.

1. Les nombres et les signes. — Les nombres sont désignés par
des chiffres ou par des lettres; les opérations sont indiquées par
des signes; I'égalité ou I'inégalité des résultats d’opérations diverses
est indiquée par des signes de relation. ‘

1° Emploi des chiffres et des lettres. — Le systéme de la nu-
mération binaire a été imaginé par Fo-Cn1, empereurde la Chine
(3300 av. J.-C.). La numération décimale vient des Hindous et
nous a été transmise par les Arabes. On ignore le nom de I'inven-
teur du zéro.

Les lettres pour représenter les nombres ont été employées pour
la premiére fois par Vikte. Habituellement, les premiéres lettres
de T'alphabet a, b, c, ... désignent les nombres connus, et les
derniéres z, y, 5 les nombres inconnus.

2° E'mploz des signes d’opération.
== Les signes —+— et — de I'addition et de la soustraction sont dus
a Wipnmany (1489) :

a=xb.

.>< Le point comme signe de la multiplication est dd & Leisniz
E.L.— L 1
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ct le signe > se trouve dans l'ouvrage d’Occurnep intitulé :
Clavis mathematica (1631). Dés 1544, StiereL, dans son
Arithmetica integra, n'employait aucun signe et désignait le
produit de deux nombres en les placant I'un aprés I'autre :

a.b, axb, ab.

Le signe : de la division est di a Leisxiz; la barre de fraction
se trouve dans les ouvrages de Fisoxaccr (1202); elle est pro-
bablement due aux Hindous :

a
a:b, "
a® La notation des cxposants se trouve dans I'ouvrage de Cuu-
euer intitulé : Triparty en la science des nombres (1484).
n! Cette notation n! désigne le produit des n premiers nombres
entiers, et se lit factorielle n: ellc a été introduite par Kraye, en
1808. Les Anglais écrivent | 2.
a"'" Cette notation, imaginée par Krayr. désigne le produit de n
nombres en progression arithmétique commencant a @ et de
raison r.

E$ Cette notation désigne le plus grand nombre entier contenu

dans la fraction £, ct se lit entier de p sur q.
q

3° Emploi des signes de relation.

= Le signe = de I'égalité est di & Recoroe (1557). DescartEs et
FerymaT se servaient du signe = .

2 Les signes > plus grand que et < plus petit que de Finéga-
lité ont été imaginés par Harrior (1631).

() [1 Wemploi des parenthéses o) et des crochets [] a été intro-
duit par Avsert Girarn, en 162g. On se sert aussi parfois du
vinculum, ou d'un trait placé au-dessus d'une expression algé-
brique pour désigner sa valeur numérique ou son ensemble.

= Le signe . = de la congruence a é1é imaginé par Gavss. Ainsi
a.—=b (mod mi. quise lit « congru & b pour le module m,
veut dire que « -— b est divisible par m. Cette notation est trés
utile dans I'Arithmétique supéricure.
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( ) désigne + 1 ou — 1 suivant que n est ou n’est pas le reste de

la division du carré d’un nombre par un nombre premier p, en
supposant n non divisible par p. Ce symbole, dii 2 Lecenpre, a
été généralisé par Jacosr.

2. Addition des nombres entiers. — Formation des nombres
entiers. — La suite des nombres entiers est illimitée ; en d’autres
termes, aprés tout nombre n, il y en a un autre (r +1).

Formation des nombres pairs et des nombres impairs. Le nié®me
nombre pair est (n—+ n) ou 2n; le (n+ 1) nombre impair
est (2n +1).

Compter les nombres de trois en trois, de quatre en quatre, ctc.

La somme de plusicurs nombres ne dépend pas de 'ordre de
ces nombres :

a+b+c=c+a-—-0>.

Dans la somme de plusieurs nombres, on peut remplacer plu-
sieurs d’entre eux par leur somme, sans changer le total.

Dans la somme de plusieurs nombres, on peut remplacer I'un
quelconque d’entre eux par plusieurs autres dont il est la somme.

Table d’addition.

Preuve de I'addition, en changeant 'ordre des termes.

3. Suite de Fibonacci. — Sil'on calcule une suite de nombres
commencant par o et 1, de telle sorte que chaque terme soit égal
i la somme des deux précédents, on forme la suite

o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...
par conséquent, si 'on désigne les différents termes par
Wy, Uy, Uy, U3, Uy, Uz, U, Us, Ugy ...,
on a la loi de formation
Upig= Up+1—+ Up.

La suite de FiBoNAcct posséde des propriétés nombreuses fort intéres-
santes qui seront développées ultéricurement. On en trouve les douze
premlers termes dans le Liber Abbaci (p. -)84) pour la question : Quot
paria coniculorum in uno anno ex uno pario germinentur. C'est le
premier exemple connu des suites récurrentes. Gette méme suite a été étu-
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Ezxemple I. — On a, pour la somme des termes de rang pair et pour
celle des termes de rang impair, les formules

Uy + U+ Usg+. ..+ Usp+y = Usn+ey
1+ Usg+ Uy+...+ Usp = Usn+1-

4. Triangle arithmétique de Pascal. — Le T'ableau suivant con-
tient les dix premiéres lignes du triangle arithmétique.

Fig. 1.
01 2 3 4 5 6 7 89

C q
0| 1 . . . ..
A fr . . . . .
2|1 2 1 .

3(1 3 3 1 ..
411 4 6 4§ 1 . .
8|1 5 10 10 3 . .
6|1 6 15 20 15 6 1 . .
7|1 7 2t 35 35 21 7 1 . . .
8|1 8 28 56 70 56 28 8 1 . .
9|1 9 36 8f 126 126 84§ 36 9 1

P Triangle de Pascal.

Par définition, on forme les termes de chaque ligne au moyen
des termes de la ligne précédente par cette loi de formation : Un
nombre quelconque du Tableau est égal au nombre placé au-
dessus de lui, augmenté du nombre qui précéde celui-ci dans
la méme ligne.

Pour désigner les différents termes du triangle arithmétique, on
numérote les lignes en descendant a partir de o, et les colonnes
successives de gauche a droite, & partir de o; le terme contenu
dans la ligne de rang p et dans la colonne de rang ¢ est indiqué par
Cj. Avec cette notation, la loi de formation du triangle s’écrit

Cit]=Cf+ -+ Cg.

Par hypothése, on a G} =1, pour toute valeur entié¢re de p, et
méme pour p = 0. On apergoit d’ailleurs immédiatement que le
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nambre des termes de chaque lizne suzments continuellement
de 1z on peut supposer le tablean indéfiniment allongé dans le
sens ‘:1—*. et l'ﬂn |m~'0.'r.l. |bul‘ t‘un\o.'lllinll.

Gl = o,
pour tout entier ¢ plus zrand que p.

Il résclte immédiatement de la loi de formation que. si 'on re-
presente par

- ooas b o0 b a1
une lizne quelconque du triangle, la suivante sera
B, 1. 1—a. a—=6L ... hea a—1, 1:

par conséquent.dans une lizzne quelconque du triangle arithme-
tique, les termes a ézale distance Jes extrémes sont égaur.
D’autre part, la ligne «B. du triangle contient deux fois tous les
termes de la ligne « Ay qui précede: la somme des termes d une
ligzne du triangle arithme tique est le double de la somme des
termes de la ligne préceédente : on a done la formule

1—Cl—=Ci~...—Ch=ar.

Un nombre queleonque du triangle est égal a la scmme de
tous les termes places an-dessus e lui dans I colonne preéee-
dentr.

En effet. considérons, par exemple. le terme C} —=126; ona.
Faprés la loi de formation, les égalités ci-dessous dont il suffit de
faire la <nmme. en supprimant les nombres égaux dans les deus
membres de Iézalité obtenue

126 — 7e =56
“o—35-—33
3 =11 -0

= 3 - 10

wr

-

126 =30-+-3) =20+ 10= 4§+ 1.

Un nombre quelconque du triangle est la somme de tous les
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nombres d’une diagonale descendante ™\, aboutissant au-dessus
du nombre considéré. Cette propriété se démontre comme la pré-
cédente; ainsi 'on a, par exemple,

126=70+35+15+35+1.

Si Uon fait les sommes successives des nombres du triangle
qui sont contenus dans les diagonales ascendantes o, on repro-
duit la suite de Fisonaccr ().

En cffet, si 'on considére les deux diagonales ascendantes et con-
sécutives .
. 1, 5 6, 1. TotAL...... 13,
1, 6, 10, 4. . » ...l 21,

et si I'on fait la somme, dans chaque colonne, on trouve la diago-
nale suivante :

I, 7, 13 10, 1. TotaL...... 34

Par conséquent, la somme des nombres d’une diagonale ascendante
est égale i la somme des nombres renfermés dans les deux diago-
nales précédentes.

5. Tableau de sommes. — Considérons une suite de quantités ran-
gées suivant une premiére colonne verticale; désignons ces quan-
tités par uo, u,, Ua, .... Avec une quantité quelconque, que nous
désignerons par Zu,, nous formerons une seconde colonne i coté
de la premicre, par les égalités

Suy = uy + Su,,
Suy=uy+ Zu,,
m Suz= ug + Iy,

Avec unc seconde quantité que nous désignerons par 22 u,, l'in-
dice de I désignant une nouvelle colonne, nous calculerons la troi-
si¢me colonne par la loi de formation

(2) Dupry=Zup+ Ztup;

(') BiNeT, Sur le dénombrement des combinaisons discontigiies (Comptes
rendus, t. XVII).
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c’est-a-dire que nous déduisons la troisiéme colonne de la seconde,
de la méme maniére que nous avons déduit la seconde de la pre-
mic¢re. Par conséquent, avec les deux suites limitées ou illimitées

) uy Uz Uy ...,
uy Ztuy, Ztu, X3y, ...,

on forme un Tableau de sommes dans lequel I'indice des T désigne
le rang de la colonne et celui des « le rang de la ligne (fig. 2), par
la loi générale de formation

9t upy = S7u,+ ST+ u,.

Fig. 2.

uy Su, Xu, Zdu, Ztu, ...
uy Xuy Xtuy I3y, by, ...
Uy Xuy Stu, X3uy; Stu, ...
us; Suy Su; Sdu; Zhu, ...
w, Tu, Xy, 3y, Iy, ...

.o ceee oo o e ne e v oo

.o eoee ce o ce o .. e cee

Tableau de sommes.

En d’autres termes, le Tableau posséde par définition la pro-
priété suivante : Un nombre quelconque, a Uintérieur d'un Ta-
bleau de sommes, est égal au terme placé au-dessus de lui,
augmenté du terme qui précéde celui-ci.

Lorsque les termes de la premicre colonne sont égaux a 1, et
ceux de la premiére ligne qui suivent u, & zéro, on retrouve le
triangle arithmétique. Comme le triangle, ce Tableau devenu rec-
tangle posséde des propriéiés analogues. Si 'on ajoute les éga-
lités (1) en supprimant les quantités égales de part et d’autre, on a

Supri=ZSug+ Uy Uy Us+ ... U,

De méme, si I'on ajoute les égalités obtenues en remplagant p
par o, 1, 2, ..., p, dans I'égalité (2), on trouve

2uppy=Xtuy+ Sup+ Zuy+ Zugt+ ...+ Sup;
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et de méme, en général,
ZeHlup g = 29 uy+ 2Tug+ Z9u + ... + Zu,.

Cette relation subsiste lorsque I'on augmente tous les indices
des T d’un entier quelconque; d’ailleurs, on suppose par conven-
tion 20up= u,, pour l'indice zéro des =. De méme, puisque I'on
peut supposer que le Tableau commence 4 une ligne quelconque,
on peut augmenter tous les indices des u d'un entier quelconque .
On a donc la formule générale

(3) 2 Up gy =2 uy+ Stug+ STUgry+ .. + ZTUgsp-

Par conséquent : Tout nombre de Uintérieur d’un Tableau
de sommes est égal a la somme d’un nombre quelconque de
termes consécutifs placés immédiatement au-dessus de lui dans

la colonne précédente, augmentée du terme qui suit le plus
élevé de celle-ci.

Reprenons la premicre des relations (1). En passant a la ligne et
a la colonne suivantes, c'est-a-dire en augmentant successivement
I'indice de X et celui de u d’une unité, on obtient les égalités

lu = Uy = u,,
Iy =3 uj+ S?uy,
S3uy= X2 uy+ X3u,,

ZPHluy, = ZPup+ SP+lu,.

En les ajoutant et en supprimant les parties égales dans. les
deux membres, on a

(€)) SPHiup =Ug+ S+ Z2uy+ ...+ ZPH U,

cette relation subsiste dans toute I'étendue de la Table, et 'on peut
augmenter d'un entier quelconque a l'indice des «. On trouve
ainsi la somme des nombres consécutifs d’'une diagonale descen-
dante ™\, tandis que la formule (3) donne la somme de nombres
consécutifs d’'une colonne | .

Sil'on suppose les nombres du Tableau placés sur les cases
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’un échiquier fini ou indéfini #OE, la connaissance de deux suites
de nombres placés dans les cases grises (fig. 3) permet de remplir
toutes les cases de I'échiquier au moyen de I'opération indiquée par
A(fig. 4), lenombre contenu dans la case noire étant égal i la somme
des nombres contenus dans les deux cases grises supéricures. Cette
figure, qui se reproduit dans toute I'étendue de I'échiquier, est la

Fig. 3.

P »n F L N

Echiquier arithmétique.

représentation géométrique de la loi de formation du Tableau des
sommes.

Si I'on remplace la case grise de droite, dans A (fig. §), par
la somme des nombres contenus dans les deux cases de la ligne

Fig. 4.

A, A A

Sommation par colonnes.

précédente, on obtient la fig. A,; puis, en répétant la méme
opération, on a encore les fig. A,, A3, A, .... Dans chacune
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d’elles, le nombre de la case noire est la somme des nombres con-
tenus dans les cases grises.

Au lieu de remplacer la case grise de droite, on peut remplacer
celle de gauche, dans A, ct 'on obtient B, B,, By, ... (fig. 5), qui
correspondent & la seconde propriété du Tableau des sommes.

Fig. 5.

8, B, . .
Sommation par diagonales.

La juxtaposition d'un nombre quelconque de ces figures donne
autant de relations que I'on veut, ct ainsi dans C et D (fig. 6); la
somme des nombres renfermés dans les cases noires est égale a
celle des nombres contenus dans les cases grises.

Fig. 6.

c ' 0 .

Sommation par transversales.

La fig. C nous montre comment on peut déduire la suite de
Fisonacct des diagonales ascendantes du triangle arithmétique.

6. Généralisations du Tableau des sommes et de la suite de Fi-
bonacci. — On peut considérablement amplifier les considéra-
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terminer le nombre des maniéres de lire le mot cabalistique. Le nombre
des lectures se calcule parle Tableau ( fig. 11).

Fig. 11.
1
111
1 2 3 2 1
36 7 6 3 1

1
1 4 1016 19 16 10 4§ 1

Marches du roi des échecs.

Chacun des nombres du Tableau est ¢gzal au nombre placé au-dessus de
lui, augmenté des deux nombres voisins : la somme des nombres de chaque
ligne est une puissance de 3. D'ailleurs, nous verrons plus loin que le
triangle de Pascal reprécente les coefficients du développement de la puis-
sance (xr +1)® du bindme, et que le Tableau précédent représente les
coefficients du développement de (r2+ x +-1)n,

Le calcul précédent permet de déterminer successivement le nombre
des marches du Roi au jeu des échees, en supposant que le roi avance
continuellement d'un rang vers le camp opposé, sur un échiquier illimité,
c'est-d-dire en progressant par cases consécutives dans les trois sens
v ¥\ . Mais, dans le cas d'un échiquicr limité, il faut mettre des zéros
sur les cases qui correspondraient i I'extérieur de I'échiquicer, tout en con-
servant la méme loi de formation.

Eremple III. — De combien de maniéres un pion du jeu de dames, placé

Fig. 12.
1 1
1 .
21 v .1
31 . 2 .
6] » . 3 . 1
10 T t
201 5 .9 . 35 .1
3 IR S

Marches du pion du jeu de dames.

en un coin du damier, peut-il se rendre sur le bord opposé, c'est-a-dire en
progressant par cases consécutives dans I'un des deux sens /et | .
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On forme un Tableau comme celui du triangle arithmétique, dans lequel
chaque nombre du Tableau est égal & la somme des deux nombres de la
ligne précédente qui sont les plus rapprochés ( fig. 12). Si 'on faitla somme
des nombres de chaque ligne, ainsi que nous I'avons calculé 4 gauche de la
figure, on trouve pour le damier de 10 cases de cdté que le nombre demandé
est 126.

En général, si le damier a 2 cases de cité, le total de la derniére ligne
est égal au nombre C 5,1, du triangle de Pascal, et si le damier a (27 +1)
cases de cOté, le total est égal a C3,.

Exemple IV, — On trouve dans le tome IV du Recueil des Machines
de U'Académie des Sciences (1704) la description d’un appareil ingénieux
pour opérer automatiquement I'addition ct la soustraction, et qui appar-
tient au Conservatoire des Arts et Métiers; c'est I'Abaque de PERRAULT.
Tout récemment cet appareil a été perfectionné et publié, a Paris, sous
le nom d’Arithmographe de TRONCET.
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CHAPITRE II.

SOUSTRACTION DES NOMBRES ENTIERS.

7. Soustraction des nombres entiers. — Reste, excés ou diffé-
rence.

La différence de deux nombres ne change pas lorsqu’on les aug-
mente d’'une méme quantité.

Opération de la soustraction par I'addition. — Preuve de Popé-
ration.

8. Introduction des nombres entiers négatifs. — Convention de
Descartes. — Signes des segments.

Quelles que soient les positions respectives A, B, C de trois points
en ligne droite, on a I'identité

AB +BC+ CA =o. .

Coordonnées des points d'intersection de deux systémes de droites pa-
ralléles. — Coordonnées des cases d’un échiquier fini ou indéfini. — La no-
tation expressive descases de I'échiquier duc 3 VANDERMONDE, et dérivée du
systéme des coordonnées de DESCARTES, s'applique & un trés grand nombre
de jeux de calcul et de combinaisons, comme les échecs, les dames, le so-
litaire, etc. Cette méthode, la plus simple, la plus commode, la plus géné-
rale, aurait du étre acceptée depuis longtemps.

Deux cases de I'échiquier (r, ¥)et (x', y') sont sur unc méme paralléle
a la diagonale descendante ~x,sil'onar—2'=y —y.

Elles sont sur um. méme paralléle a la diagonale ascendante, si I'on a
r 42 =y —c)', en désignant par ¢ un des nombres =5 ou —1. Deux
cases du damier sont de méme couleur, ou de couleurs différentes, si les
sommes z = y et 2’ y'sont ou ne sont pas de méme parité.

9. Somme algébrique. — La somme algébrique de nombres en-
tiers, positifs ou négatifs, est indépendante de 'ordre des termes.

Pour ajouter p]usmula sommes algébriques, il suffit de les pla-
cer les unes a la suite des autres, avec les signes respectifs de cha-
cun de leurs termes.
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Pour retrancher une somme algébrique, on I'écrit a la suite, en
changeant les signes de tous ses termes.

Dans I'égalité de deux sommes algébriques, on peut faire passer
un terme d’un membre dans I'autre en changeant son signe.

Les théorémes de I'addition s’appliquent aux nombres entiers
algébriques, soit que ces nombres proviennent des données, soit
qu'ils proviennent des opérations.

10. Inégalités. — Définition et signes. — Valeur absolue d’un
nombre négatif.

On peut ajouter ou retrancher une méme quantité aux deux
membres d’une inégalité.

On peut faire passer un terme d’'un membre dans I'autre en chan-
geant son signe.

On peut changer tous les signes des termes d’une inégalité en
changeant le signe de I'inégalité.
On peut ajouter membre & membre des inégalités de méme sens.

11. Tableau de différences. — Soil une suite de quantités quel-
conques
WUy, Wy, Uusy ..., U,

Si 'on retranche chacune d’elles de la suivante, on forme la suite
de leurs différences premicres, que 'on représente par

Aug, Auy, Au., ..., Au,,
et 'on a, par définition,
Alp = Un+y— Une

Si Pon opére sur la seconde suite comme sur la premiére, on
forme une troisiéme suite, les différences secondes, que I'on
représente par

Arw,, Atuy, Alu,, ..., Atu,, ...,
et P'on a, par définition,

A2y, = Aupyy— Au,.

En général, on forme les différences d'ordre (p + 1) de la suite
E.L. — L 2
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initiale, au moyen des différences d’ordre p, par la relation
AP+lyu, = APuUpyy— AP U,.

On construit le Tableau des différences par colonnes, 4 gauche
de la colonne des «; mais, si I'on observe que I’on a

APUpty= AP UL+ AP Uy,

on voit que les termes du Tableau jouissent de la propriété qui
sert de loi de formation au Tablcau des sommes ( fig. 13).

Fig. 13.
A (o)
Aluy | Muy | Au, 728
cee Asuy Ay, Auy Uy
cee Aduy | Alu, Aug Us
Aduy | Aluy Aug us
u

Tableau de différences.

12. Tableau de sommes et de différences. — On peut accoler le
Tableau des différences au Tableau des sommes, en superposant les
colonnes des u, et le nouveau Tableau possédera, dans toute son
étendue, les propriétés du Tableau des sommes que nous avons
représentées par les A, B, C, D (fig. 4, 5, 6).

En exprimant ces propriétés par des formules algébriques, on
voil que celles-ci subsistent lorsque I'on augmente ou que I'on di-
minue tous les indices des I et des A d’une méme quantité, en po-
sant conventionnellement

S-Puy, = APu,, Uy = up,
A~Pup =ZXPu,, Aou, = up,.

Si I'on connait la suite des « pour des indices négatifs, on peut
étendre le Tableau indéfiniment dans tous les sens. On progresse
par addition vers la droite = ou vers le bas |, et par soustraction
vers la gauche < ou vers le haut 4 ( fig. 14).
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Les formules algébriques, équivalentes aux fig. A, B, C, D,
subsistent quelles que soient les valeurs positives, nulles ou néga-
tives, des nombres donnés (qui sont renfermés dans les traits forts)
lorsque I'on augmente les indices des X et des A d’'une méme quan-
tité, ou encore les indices des u d’une quantité quelconque.

Fig. 14.

U—y

Abug | A%ug | A%ug | Aug | o | Suwo | Z2up | S3uy| Sru, -

Us

Uz

Uy

Tableau de sommes et différences.

Le Tableau de sommes posséde encore des propriétés impor-
tantes. Si I'on multiplie tous les termes par un méme nombre ou
si I’on change les signes de tous les termes, on obtient encore un
Tableau de sommes. Plus généralement, si I'on superpose plusieurs
Tableaux de sommes, aprés avoir multiplié respectivement les
termes de chacun d’eux par des nombres quelconques, les nombres
obtenus en faisant les sommes algébriques dans chaque case for-
ment encore un Tableau de sommes.

13. Sommes alternées. — On appelle somme alternée de n quan-
tités positives ou négatives, uo, U, U, +.., la somme algébrique
de ces quantités prises alternativement avec le signe + et avec le
signe —, c’est-a-dire la valeur de

U — UL+ Usg— Uz ~+....
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Les propriétés qui résultent des fig. A, B, C, D du Chapitre I
peuvent s’énoncer de la maniére suivante : Si I'on prend avec leurs
signes les nombres contenus dans les cases noires et avec les signes
contraires les nombres contenus dans les cases grises, la somme
algébrique des nombres d’un Tableau de sommes et différences com-
pris sur ces figures est toujours nulle.

Sil'on déplace A ( fig. 4) horizontalement, en changeant, 4 chaque
déplacement d'un rang, la couleur des cases, on obtient les figures
telles que E qui permettent de calculer les sommes alternées des
termes d’'une méme ligne (fig. 15).

En particulier, pour le triangle de Pascal, la somme alternée d’un
nombre quelconque de termes d’'une méme ligne, & partir du pre-
micr, est égale en valeur absolue au terme placé au-dessus du der-
nier dans la ligne précédente.

SiI'on déplace A (fig. 4), parallélement & la diagonale ascen-
dante 7, en changeant i chaque déplacement la couleur des cases,

Sommation alternée.

on obtient des figures telles que F (fig. 16), qui permettent de
calculer les sommes alternées des termes d’une paralléle & la dia-

gonale ascendante.
Fig. 16.

Ainsi, pour le triangle de Pascal, la somme alternée de tous les
termes d’une diagonale ascendante est égale a la différence des
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sommes alternées des termes des deux diagonales précédentes; mais,
si l'on calcule les termes de la suite

Uoy, Uy, Uy ccy Upy e

par la formule de récurrence

Up+1 = Up — Up—1,

avec les conditions initiales #y =1, ¥, = 1, 0n trouve que ces termes
se reproduisent périodiquement de six en six, dans I'ordre

+1, 0, —I, —1, 0, -I;

par conséquent, cette somme alternée est toujours égalc 3 0 ou &
+10ua—i.

RemarqQue. — Telles sont les lois qui régissent I'addition ct la
soustraction de deux suites de nombres quelconques, I'une repré-
sentée par u,, I'autre par 27 u,, en donnant i n toutes les valeurs
enti¢res. On pourrait les étendre A trois suites et plus.

D’ailleurs il nous semble qu’il n’y en a pas d’autres, si I'on ne
veut empiéter sur le domainc de la multiplication, c’est-a-dire de
P’addition des nombres égaux. Toutes ces relations s’expriment au
moyen des signes + et — de I'addition et de la soustraction, et de
leurs symboles extensifs = et A.

Ezxemple I. — On a, dans la série de Fibonacci,
Ug — U+ Us — U3+ ...+ EUY =EUp—y— 1,

e désignant +1 ou —1, suivant que p est pair ou impair.

Exemple II. — Exprimer, au moyen de la notation CJ, les propriétés
qui résultent des fig. A, B, G, E, F pourles termes du triangle de Pascal.
On a

(A) Clii=Cl+cCf_,+Cl_,+...+C},
(B) Clyy=Cl+Cll+Cit+...,
(C) 1+Cl+Cay +Cly +...=Upss,

up+y désignant le terme correspondant de la suite de Fibonacci; puis
(F) 1—Cy+C3_, —C}_,+...=0, Ou-+1, ou—i;
(E) 1—Cl+C3—C3+...+eCl=¢C]_,,

& désignant +1 ou — 1 suivant que ¢ est pair ou impair.
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Exemple IIl. — Exztension du triangle de Pascal. — On prolonge
dans tous les sens le triangle de Pascal, avec la convention C} =1, pour
toutes les valeurs entiéres de p, positives, nulles ou négatives.

Fig. 17. .

1 —4 —+10 —20 +35

1 —3 +~6 —10 +15

1 — +3 -4 +5

1 —1 +1 — 1 +1
0 0 0 1 0 0 0 0

1 1

1 2 I

1 3 3 I

1 4 4 1

Extension du triangle de Pascal.

On voit qu'il faut supposer C} = o, pour g négatif, ou pour p positif
avec ¢ > p. De plus, on voit que I'on a, pour p positif,

7 q
C—p = 5C/:+q—h

en supposant e égal & + 1 ou & — 1 suivant que g est pair ou impair. En
d’autres termes, si 'on ne tient pas compte des signes, le Tableau de
Pascal prolongé vers le haut reproduit le triangle, les lignes remplagant
les diagonales ~a. :

14. Des variations de signes. — Dans une suite de nombres po-
sitifs ou négatifs, on dit que deux termes consécutifs présentent une
variation lorsqu'’ils sont de signes contraires, et une permanence
lorsqu’ils ont le méme signe.

Sil'on introduit un terme entre deux termes successifs de signes
contraires, le nombre des variations ne change pas.

Si I'on introduit un terme entre deux termes successifs de méme
signe, le nombre des variations ne change pas ou augmente de deux
variations.

Sil’on introduitun nombre quelconque de termes entreles termes
d’une suite, le nombre des variations ne peut diminuer, mais il ne
peut augmenter que d'un nombre pair.

Entre deux termes quelconques de signes contraires, il y a un
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nombre impair de variations. Entre deux termes de méme signe, il
n’y a pas de variation ou il y a un nombre pair de variations.

Le nombre des variations ou des permanences d’une suite ne
change pas quand on change les signes de tous les termes.

Ezemple 1. — Echiquier anallagmatique de Sylvester. — L’échi-
quier anallagmatique est un carré formé de cases noires et blanches, en
nombre égal ou inégal, de telle sorte que, pour deux lignes ou pour deux
colonnes quelconques, le nombre de variations des couleurs est toujours
€gal au nombre des permanences.

On ales deux échiquiers anallagmatiques et complémentaires A et B, de
deux cases de cOté; aux cases blanches de I'un correspondent des cases
noires dans 'autre ( £g. 18).

Avec ces deux échiquiers, on formera de méme les échiquiers complémen-
taires de quatre cases de coté A’ et B'. Si, dans cette figure, on remplace
respectivement A et B par A’ et B, on obtient les échiquiers complémen-
taires de huit cases de coté et ainsi de suite, en doublant le nombre des
cases sur chaque coté. D'ailleurs, il est évident que I'on peut déduire

Fig. 18.

A A 8 B

x B s
Echiquiers anallagmatiques.

d’un échiquier anallagmatique un grand nombre d’autres, soit en échan-
geant deux rangées quelconques, soit en changeant les couleurs des cases
d’une rangée quelconque. Le dernier carré S est un échiquier anallagma-
tique indiqué par SyLVESTER; il a été reproduit comme dallage, en marbre
blanc et rose.

Ezemple II. — Amusements par les jetons. — Voir le n° 701 du jour-
nal La Nature.
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CHAPITRE IIL

MULTIPLICATION DES NOMBRES ENTIERS.

13. Multiplication de deux nombres entiers. — Addition abré-
gée de nombres égaux. Multiplicande, multiplicateur. — Pro-
duit.

Un nombre b est dit double, triple, quadruple, ..., multiple
d’'un nombre donné a, lorsqu’il est le produit de celui-ci par un
nombre 2, 3, 4, ..., n.

Formation des multiples d’un nombre entier a par additions suc-

cessives
o, a. 2a, 3a, {a,

ey NA, ...

Inversement, on dit que a est sous-double, sous-triple, ..., sous-
multiple de b, ou qu'il en est la moitié, le tiers, le quart, ..., le niéme,
On dit encore que le nombre b est divisible par a et que celui-ci
mesure ou divise b, ou encore est un diciseur, un facteur ouune
partie aliguote de b. On doit noter la distinction entre le diviseur
et la partie aliquote; ainsi b est considéré comme un diviseur de b,
et n'est pas considéré comme une partie aliquote de b.

16. Multiplication des sommes algébriques. — Multiplication
d’une somme algébrique par un nombre entier :

m(a—+ b —c¢)=ma-+ mb— mc.

Tout nombre qui en divise un autre divise tous ses multiples.
Tout nombre qui en divise plusicurs autres divise la somme algé-
brique de multiples quelconques de ces nombres.

Multiplication de deux sommes algébriques. — Régle des
signes.
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17. Numération décimale. — Objet de la numération en gé-
néral. — Systéme de numération décimale. — Numeération parlée
et numération écrite. — Valeurs absolues et valeurs relatives des
chiffres. — Emploi du zéro.

Addition et soustraction dans le systéme décimal. — Méthode
des compléments. — Calcul mental. — Multiplication.

Ezemple I. — Exemples d’addition :

——

99999

o 99999 99999

99999 99999 99999

99999 99999 99999 99999

99999 99999 99999 99999

199998 299997 399996 499995

Ezxemple II. — Devinette : On dit a une personne d’écrire trois nombres
de cinq chiffres, en annongant que 'on écrira trois autres nombres, pour
former le total 299997. — Il suffit de placer au-dessous de chacun des
nombres écrits par la personne des nombres dont les chiffres soient les
compléments a g des chiffres écrits au-dessus. Le total sera 3 < 99999. Ce
probléme peut étre varié de bien des maniéres.

Ezemple IIl. — La Table de Pythagore avec les deuxr mains.

Si I'on sait les produits des entiers jusqu’a cinq fois cing, on obtient le
produit des autres jusqu'a ncuf fois neuf par 'artifice suivant. Soit & multi-
plier (5 + @) par (5 + b); dans l'une des mains, on léve a doigts et I'on
baisse les autres en nombre (5 — a@); dans I'autre main, on léve & doigis
et 'on baisse les autres en nombre (5 — b). Cela fait, le produit se com-
pose d’'un nombre de dizaines égal au nombre de tous les doigts levés,
plus le produit des unités que représentent les doigts baissés. Cet artifice
se vérifie par identité

(5+a)(5+b)=10(a+b)+(5—a)(5—0).

Ce procédé est employé couramment en Syrie.

18. Tables de multiplication. — La premiére colonne ct la pre-
miére ligne de la Table forment la série des nombres entiers. On
forme la seconde colonne en ajoutant successivement le nombre 2,
la troisiéme colonne en ajoutant successivement le nombre 3, et
ainsi de suite.
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De cette fagon la Table de Pyruacore peut étre étendue rapide-
ment dans le sens horizontal ou dans le sens vertical. Comme véri-
fication, les lignes et les colonnes se reproduisent de dix en dix, a
partir de la premiére, par I'adjonction du zéro.

L'observation de la Table de Pyruacore montre que le produit
de deux nombres ne change pas lorsqu’on les remplace Uun par
U’autre. On démontre ce théoréme par figuration géométrique ou
en faisant voir que, sil'on a

4

ab = ba,

on a encore des produits égaux en augmentant I'un des facteurs
d’une unité, c’est-a-dire que

a(b—+1)=(b+n1a.

Facteurs d'un produit. — Preuve de la multiplication de deux
nombres inégaux.

Il existe des Tables de multiplication trés étendues. Les Rechen-
tafeln, par CreLLE, contiennent tous les produits des nombres
de trois chiffres. Pour la multiplication des nombres ayant plus de

trois chiffres, on procéde par paquets ou par tranches de trois
chiffres.

Quatre éditions stéréotypées de ces Tables de calcul, ouvrage trés pra-
tique, ont été publiées par le D" BREMIKER ( Paris, Gauthier-Yillars, 1880).

Le premier ouvrage de ce genre cst intitulé : Tabule arithmeticee uni-
versales, par HERVART DE HOHEMBURG; il contient, en mille pages in-folio,
les produits des mille premiers nombres. I date de 1610, quatre ans avant
I'apparition du Canron mirificus, de NEpErR. Pendant longtemps, I'inven-
tion des logarithmes a nui aux calculs exacts et, par suite, a la théorie des
nombres.

Ezemple I. — Multiplication d’un nombre par 11, 111, 1111, .... —
Au licu d’écrire le multiplicande, le multiplicateur 11, puis deux fois le
multiplicande avant d’avoir le produit, on obtient tout de suite celui-ci de
la maniére suivante. On écrit le chiflre des unités, on ajoute le chiffre des
unités a celui des dizaines, puis le chiffre des dizaines & celui des centaines,
et ainsi de suite en tenant compte des retenues. Par exemple, les quatre
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premiéres puissances de 11 sont dans le Tableau ci-dessous; ce sont les
quatre premiéres lignes du triangle de PascAL:

Fig. 19.
Onze....covevevinnnnnnnnn. 1
Carré de onze.............. 121
Cube de onze.............. 1331
Bicarré de onze............ 14641

Puissances de onze.

De méme, pour multiplier un nombre quelconque par t11, on suppose
deux zéros écrits a la droite et deux zéros a la gauche du nombre donné;
puis on fait successivement les sommes de trois chiffres en commencant
par la droite et en tenant compte des retenues.

De méme, pour multiplier par (11, 11111, ...; on a ainsi des exemples
extraits du Talkhys d’IsN ALBANNA (au Maroc, xiuie siécle ).

Fig. 20.
Carré de 1 1
1 121
[ 12321
1111 1234321
11111 123454321
T 1 12345654321

....................

Tirée du Talkhys.

Ezemple II. — Multiplication d’'un nombre par 9, 99, 999, . . ..— Pour
multiplier un nombre par g ou (10 —1), on ajoute par la pensée un zéro a
sa droite et 'on retranche le chiffre des unités de dix, puis celui des di-
zaines de celui des unités, le chiffre des centaines de celui des dizaines, et
ainsi de suite, en tenant compte des retenues. Ainsi

12 345 679 <9 =111 111 111,

De méme, pour multiplier un nombre par g9 ou (100 — 1), on ajoute par
la pensée deux zéros a sa droite, et I'on retranche successivement chacun
des chiffres du deuxiéme a droite. Et ainsi pour ggg, ....
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Pour multiplier par 8, on multiplie par (10 — 2) ou par (9 —1); voici
quelques exemples curieux de multiplication :

Fig. 1.
12 345 679 < 8 =98 765 {32

1.9+2=1

1
12.9=3=111
123.9—§=1111
123 §{.9—5=11111
123§35.9—6=111111
1234§56.9—7=1111111
123§567.9—8=11111111
12335678, 9—9g=111111111
9.9?';:88
98.9—6=888
987;.9—5=8838R%
98:-6.9—§=88888
98765.9+-3=8888828
987;6545.9—2=8888888
98565 §3.9+1=88888888
987653532.9+-0=8888888388
1.8+1=9
12.8+2=98
123.8+-3=987
1234§.8—34=938756
123 {5.8+5=987635
123456.8—6=987635 %
234§567.8—5=98765 43
12355678.8-8=987635432
1234§56;89.84+9=98765 (321
Multiplications curieuses.
Ezemple IIl. — Carrés et produits de nombres formés d'un méme
chiffre. — Ces exemples sont extraits du Talkhys.
Fig. 22.
9t = f1 9.7 = 63
g9t =  g8o1 99.77 = 7623
999* =  gg8oo1 999.777 = 776223
9999 = 99980001 9999.7777 = 77762223
99999* = 9999800001 99999-77777 = 7777622223

Tirée du Talkhys.
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Ezxemple IV. — Le carré du nombre gogogogogi est un nombre formé de
deux parties identiques. Il en est de méme du carré de ses neuf premiers
multiples.

19. Multiplication rapide. — On peul effectuer trés rapidement
la multiplication de nombres de deux, trois, quatre, cinq chiffres
par une méthode qui se trouve exposée dans le Liber Abbaci. Cette
méthode permet d'écrire presque immédiatement le produit, sans
écrire les produits partiels. Nous Pexpliquerons sur deux nombres
de trois chiffres; si les facteurs n’ont pas le méme nombre de chif-
fres, on compléte I'un d’eux par des zéros ajoutés soit a droite, soit
a gauche.

Soient (fig. 23) abc et pqr deux nombres écrits dans le systéme
décimal. On forme le produit cr; on écrit le chiffre des unités de
ce produit, et I'on ajoute la retenueaa;g‘;;;;ﬁeufrproduils br etcq

Fig. 23.

© ® O

ar+bgerep
. Centaines
e e
- 2 J
ap

Dizaines de mille

Multiplication rapide, au xi* siécle.

qui représentent les dizaines; on écrit le chiffre des unités de ce
total qui est le chiffre des dizaines du produit, et I'on ajoute la re-
tenue 3 la somme des centaines ar + bg + ¢p, et ainsi de suite,
conformément au Tableau (fig. 23).

20. Batons népériens. — Jean Nerer, baron de Markinston, en
Ecosse, a indiqué en 1617, dans sa Rhabdologie, une ingénieuse
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méthode de calcul pour simplifier la multiplication et la division.
Le tableau chiffré (fig. 24) représente la Table de Pythagore dé-
coupée en dix bitons ou planchettes : la planchette a gauche est
fixe; toutes les autres sont mobiles et peuvent étre permutées de
toutes les fagons. Pour I'enseignement, on les appuie sur un tableau
muni d’une rangée de clous sur la ligne horizontale supérieure ; on
peut y suspendre les planchettes, préalablement percées d’une ou-
verture a la partie supérieure. Chacun des carrés de la Table est
divisé en deux triangles, par une diagonale ; dans le triangle du bas,
on trouve les unités de chacun des produits, dans celui du haut et
a gauche se trouve le chiffre des dizaines. Supposons que I'on ait
placé a coté de la barre fixe, & gauche, les tablettes portant en haut
et en bas les n°** 7, 5, 8, on obtient presque immédiatement les
produits de 738 par tous les nombres, de 1 4 9. Ainsi, par exemple,
devant le 6 de la colonne fixe, on trouve horizontalement et en

Fig. 24.
7 5 8
'Y 3 L /
6 2 0 8
L L

+ 5 & 8

Fragments des baAtons de Neper.

faisant 'addition parallélement & la diagonale «~ des carrés, le
produit 4548, qui est le produit de 738 par 6. De méme, pour
les autres produits par 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9.

Donc les réglettes de Neper permettent de trouver rapidement,
sans qu'il soit nécessaire de savoir sa Table de Pythagore, mais par
une simple addition de deux chiffres, tous les produits partiels
d’un nombre de dix chiffres et plus. Ainsi, la multiplication se
trouve ramenée a I'addition, et cette opération se trouve d’autant
plus facilitée qu’il s’agit de nombres de plus en plus grands.

La belle invention de NEPER provient peut-étre d’une remarque sur 'une
des nombreuses maniéres d’effectucr la multiplication chez les Persans et
chez les Arabes. Voici, par exemple, la copie de la multiplication de 334
par 342 tirée du Traité d’Arithmétique d’Apour HagaN Arr BEN MoraM-
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MED, le Koraichite, plus connu sous le nom d’ALKALGADI, auteur arabe qui
mourut vers 1480. Nous avons tenu compte de la différence d'orientation
de I'écriture arabe avec la ndtre ( fig. 25).

Fig. 25.
3 & 2 /
' 2 l
y 5 0 0 5
0 ] 0
/7 S 2 6 3
& ] [} [\]
3 ¢ 2 [ 8 b

Multiplication arabe par réseaux.

21. Réglettes multiplicatrices. — Dans un Mémoire sur les
moyens de faciliter le calcul, publié dans les Annales de Mathé-
matiques (t. VII, 1817), GerconnEe approuve I'emploi des ba-
guettes de Neper et constate qu'aprés la découverte des loga-
rithmes elles tombérent dans un oubli absolument immérité.

D’autres essais du méme genre n’ont pas été plus heureux, parce
que ces baguettes ne donnent que les produits partiels de la mul-
tiplication, c’est-d-dire les multiplications de nombres quelconques
par les neuf premiers nombres. Il a été aussi publié des Tables de
tous les produits des nombres de quatre et cinq chiffres, par des
nombres d'un seul chiffre; en particulier, on doit citer celles de
Caper publiées 4 Paris, en 1797; celles de Brerscaneiper, a Go-
tha, en 1827; et, plus récemment, les Tables de Tririer. Cepen-
dant Pemploi de ces Tables, pour les grands calculs, est inférieur
a I'usage des réglettes népériennes, surtout lorsque 'on se sert
de réglettes imprimées sur les quatre faces, ou de rouleaux népé-
riens.

Le Conservatoire des Arts et Métiers posséde une importante
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collection d’appareils de ce genre, parmi lesquels nous citeror—m
plus particuliérement 'appareil de M. pe MaximMoviTcH, qui pems—
met d’imprimer instantanément les colonnes de la Table de P=—==
thagore dans un ordre quelconque. Nous citerons aussi les remss
glettes de M. Pruvost-Le-Guay publiées a Paris, en 1890, ave==
des améliorations successives, dans lesquelles les batons de Nepe=
sont réunis par deux, ce qui simplific considérablement leur em —
ploi.

On a aussi cherché a supprimer 'addition de deux chiffres dan =
I'emploi des batons de Néper. Nous devons rappeler les essais int& -
ressants du Dr Roru, dans son Prompt multiplicateur et dior—
seur, publié¢ & Paris, en 1841. Mais nous devons signaler surtout
les réglettes de GenalLLE qui donnent sans aucune addition tous
les produits partiels.

\ous avons publié a la librairie BELIN, & Paris, en 1885, en collaboration
avec M. GENAILLE, quatre boites de réglettes pour la simplification des
calculs, a savoir :

I. Les Réglettes multiplicatrices, appareils a calculs exacts et instan-
tanés pour simplifier la multiplication et la division.

II. Les Réglettes multisectrices, appareils a calculs exacts et instan-
tanés pour simplifier la division.

IlI. Les Réglettes financiéres pour simplifier les calculs financiers et
commerciaux.

IV. Les Réglettes népériennes, joujoux calculateurs ayant pour but de
simplifier I'étude et de faciliter la pratique des opérations de '’Arithmé-
tique.

Depuis quelques années, M. GENAILLE a su résoudre, d’une maniére
simple et compléte, le probléme difficile de la multiplication et de la divi-
sion des grands nombres par une méthode absolument géométrique; mais
ses admirables appareils sont encore inédits.

22. Du produit de plusieurs facteurs. — La notation

axbxcexd ou a.b.c.d ou abed

indique le résultat de 'opération obtenue en multipliant d’abord e
par b, puis le produit par ¢, puis le nouveau produit par d.

Si deux produits contiennent les mémes facteurs en nombre »n,
mais dans deux ordres différents, et si 'on augmente I'un des fac-
teurs d’une unité, on voit que ces produils augmentent tous deux



HAPITRE 11I. — MULTIPLICATION DES NOMBRES ENTIERS. 33
du produit des (n — 1) autres facteurs pris dans leurs ordres res-
pectifs. Par suite, on aura ainsi pour cinq facteurs

Tl 1 0.0 = 1.1.0.1.1,
.1.a.1.1

I.r.1.1.a,

ba.a.1.1=1.1.b.1.a,

b.1.a.1.c =c.1.b.1.a,
b.d.a.1.c=c.1.b.d.a,
b.d.a.e.c =c.e.b.d.a.

Le résultat du prodait successif d'un nombre quelconque d’en-
tiers positifs est indépendant de I'ordre dans lequel on effectue les
multiplications. En outre, puisque I'ordre des facteurs est indiffé-
rent, on peut toujours supposer que deux d’entre eux occupent
les deux premiers rangs, et les remplacer par leur produit, ou
inversement.

Par conséquent, si I'on considére le produit d’'un nombre quel-
conque d’entiers positifs, on peut remplacer deux d’entre eux par
leur produit et opérer sur le nouvel ensemble de facteurs comme
sur le premier, et ainsi jusqu’a ce que I'on arrive & un seul produit,
qui sera toujours indépendant de 'ordre et du choix des multipli-
cations opérées sur deux facteurs (voir n® 43, Exemple V).

Muhtiplier un nombre par le produit effectué de plusicurs fac-
teurs revient & multiplier ce nombre successivement par chacun
des facteurs du produit.

Pour multiplier un produit par un certain nombre, il suffit de
multiplier par ce nombre un des facteurs du produit.

23. Puissances d’'un nombre. — Carrés, cubes, bicarrés. —
Degré d’une puissance. — Notation des exposants.
Régles des exposants. — On a les deux formules

ar.al.a" = abP*+1+r,
[(ar)?])r = arir.

I1 ne faut pas confondre la notation (aP)? avec la notation
apr? qui veut dire a'+?,

Multiplication des monémes. — On multiplie les coefficients et
’on ajoute les exposants.
E.L.—I. 3
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Ezxemple I. — Les derniers chiffres des puissances (résidus potentiels
dans le systéme décimal) sont

1™ puissances......... o1 23 456 7 89
2% L N o1 4 96 569 41
3o e . o1 87 456329
i D e o1 6 1 6 56 1 6 1
50 » vie v ... 01 23 456 7 89
6° » i iiie .. 0 1 4 9 6 5 6 9 4 13
7% " e o1 8 7 4563 229
8°* [ o1 61 6 5 6 1 61

Les cinquiémes puissances sont lerminées comme les premiéres; cette
remarque a donné naissance au théoréme de FEruAT. Les derniers chiffres
des puissances successives d'un nombre se reproduisent périodiquement de
quatre en quatre.

Tout bicarré est terminé par I'un des chiffres o, 1, 5, 6.

Exemple II. — Former les puissances successives de 2. — En doublant
continuellement, on forme la suite des nombres

, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 102§, ...;
on vérifie les calculs par les résultats suivants :

216 = 65536,
232 = 42949 67296,
26+ = 18446 74407 37095 51616;

‘la puissance de 2 d’exposant 196, égale & scize fois le cube de la précédente,
se compose des soixante chiffres suivants :

10043 36277 66186 89222 13726 30771
32266 26576 37687 11142 45522 06336.

Exemple III. — Veérifier la formule
1+ 2+ 22423+, 4 2% =on+l—,

Exemple IV. — Former les puissances successives de 5. On en trouve
une table étendue dans la Préface des Tables de logarithmes de CALLET.

Exzemple V. — Le chiflre des dizaines de mille d’'une puissance quel-
conque de 5, ne peut étre ni un 3, ni un 8. (LAISANT.)

24. Table des carrés. — Si I'on remplace la premiére colonne
des 1 du triangle arithmétique par des 2, on forme un autre Tableau
de sommes. Alors la seconde colonne représente les nombres im-
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pairs; la wroisitme colonne représente les nombres carrés, comme
cela résulte immédiatement de la formule

An*=(n+I1)*—n*=2n+1.

En d’autres termes, les accroissements successifs des carrés sont
les nombres impairs, et la somme des 7 premiers impairs

1, 3, 5 ..., 2n—1,

est égale au carré n? de leur nombre. Ces procédés étaient connus
de Pyrracore et de PraTon.

Fig. 26.

01 2 3 4 3 6
0]2 1
112 3
212 5 4
312 7 9 5 1
4]2 9 16 14 6 1
3|2 11 25 30 20 7 1

Table des carrés.

On peut ainsi construire rapidement une Table des carrés, par
additions successives, en se bornant aux trois premiéres colonnes
du Tableau. On vérifie les calculs de dix en dix lignes, par les carrés
déja formés, en ajoutant deux zéros. L'économie de ce calcul est
considérable, puisque, pour calculer la table des mille premiers
carrés, il suffit de mille additions, au lieu de mille multiplications;
d’autre part, cette méthode de calcul par différences posséde I'im-
mense avantage de présenter continuellement la vérification des
calculs, de dix en dix lignes, ainsi que nous venons de le dire,
tandis que la méthode directe des multiplications est incertaine
pour chaque multiplication; on ne peut faire la preuve du résultat
par linterversion des deux facteurs du produit, puisque ceux-ci
sont égaux.

Les propriétés du triangle arithmétique subsistent dans ce
Tableau; mais on voit que chacun de ses termes peut se déduire du
triangle de Pascal, en ajoutant aux termes de ceux-ci les termes
obtenus en baissant d’une ligne le triangle arithmétique. Si I'on
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ou les résidus quadratiques, dans le systéme décimal, et que les
nombres 2, 3, 7, 8 ne le sont pas.

Cette remarque si simple a donné naissance, en supposant les nombres
écrits dans un systéme quelconque de numération,  la théorie des résidus
quadratiques, qui sera développée ultéricurement.

Ezemple I. — Le chiffre des dizaines d'un carré terminé par 1 ou parg
est un nombre pair.

Le chiffre des dizaines d’un carré terminé par 5 est 2.

Le chiffre des dizaines d’un carré terminé par 4 est un nombre pair.

Le chiffre des dizaines d'un carré terminé par 6 est un nombre impair;
réciproquement, si le chiffre des dizaines d'un carré est impair, le chiflre
des unités est 6.

Un nombre n’est pas un carré parfait, si 'ensemble de ses deux derniers
chiffres n'est pas I'un des vingt-deux nombres

00 ot, 21, 41, 61, 81; o4, ai, 44, 64, 84;
25; o9, 29, 49, 69, 89; 16, 36, 56, 76, 96.

Dans ses Nouveauzr Eléments de Mathématiques (1689), PRESTET
donne la table des quatre derniers chiffres des carrés.

Exemple II.— Toute somme de deux carrés a un nombre pair de dizaines,
si elle est terminée par 1, 5, 9, et un nombre impair de dizaines, si elle est
terminée par 3 ou par 7.

Exemple III. — Le carré d'un nombre terminé par 8 212 8go 625 se ter-
mine de la méme fagon, et il n’y a qu’un seul autre nombre de dix chiffres
(en exceptant dix zéros, ou neuf zéros suivis de 1), qui posséde la méme
propriété; c’est le nombre 1 787 109 376.

Ezemple I'V. — Trouver les n derniers chiffres d'un nombre, connaissant
les n derniers chiffres de son carré. — Par exemple, si les neuf derniers
chiffres du carré d’'un nombre sont 224 406 889, les neuf derniers chiffres
de ce nombre sont parmi les groupes suivants :

265 810083; 765810083; 363 466 333; 863 466 333;
734189917; 234189917; 636533667; 136533 667.

Ezemple V. — Connaissant le produit d'un nombre par lec nombre ren-
versé, retrouver les facteurs du produit.

Yoir une Note de M. Lamsant dans les .Mémoires de la Société des
Sciences physiques et naturelles (Bordeaux, 1876).



CHAPITRE IV. — DIVISION DES NOMBRES ENTIERS, 39

CHAPITRE IV.

DIVISION ET CLASSIFICATION DES ENTIERS.

27. Division des entiers. — La division est une soustraction
abrégée de nombres égaux a un nombre donné. Définitions du divi-
dende, du diviseur, du quotient et du reste de la division.

Le dividende cst égal au produit du diviseur par le quotient,
augmenté du reste.

Opération de la division dans le systéme décimal. Nombre des
chiffres du quotient.

Preuve de la division par la multiplication.

Dans le cas de la division exacte de « par b, on désigne le quo-
tient par I'une ou l'autre des notations

a

a:b ou -5;

dans le cas de la division exacte, ou approchée i une unité prés par
défaut, on désigne le quotient de a par b, au moyen du symbole

a a
E ‘l-) ou [-I;] .
Division approchée par excés a une unité prés.
Division la plus approchée. — Reste minimum.

On a les propriétés suivantes :

I. Lorsque I'on multiplie le dividende et le diviseur d’une divi-
sion par un méme nombre, le quotient ne change pas, mais le reste
est multiplié par ce nombre.

II. Diviser un nombre par un produit effectué de plusieurs
facteurs revient & diviser ce nombre successivement par chacun des
facteurs du produit, et réciproquement.

III. Lorsque les divisions donnent lieu & des restes, le principe
précédent subsiste pour la partie enti¢re du quotient.
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Ezemple I. — Le nombre g est, de diverses maniéres, égal au quotient
de deux nombres de cinq chiffres, en supposant tous les chiffres distincts.
En effet, g est le quotient des divisions

97524 05823 95742 75249 58239 57429
10836° 10677 106387 08361 06471 06381

Ezemple II. — Le nombre 100 peut étre écrit sous forme d’enticr aug-
menté du quotient d’une division, avec les neuf chiffres significatifs pris
une seule fois, des diverses maniéres suivantes :

5742 ar 7524 5823 1578
9' '6'3"8' ) Jl 836 ) 9' W H 9 263 b

2148 1428 1752

537 ? 96 E b 96 _i—38_ .

Ezemple III. — On écrit tous les nombres du systéme décimal a la suite
les uns des autres; quel est le chiffre de rang donné? Si 'on partage les

nombres en groupes de 1, 2, 3, 4, ... chiffres, le nombre des chiffres du
1°7 groupe est..... 9gXx1 ou 1X09,
2° » LI gox2 » 20 X 9,
3 » » ... goo <3 » 3oo % 9,
i° » ) o 9000 X § » 4000 X< 9,
5 » D ... 90000 X 5 » 50000 X .

Ainsi le total des chiffres des nombres des cinq premiers groupes est
égal & 54321 < 9; celui des six premiers groupes est 654321 X< g, etc. Si
I'on veut savoir quel est le 75892° chiffre de la suite, on remarque que ce
chiffre appartient & un nombre de cinq chiffres; mais le nombre des
chiffres des quatre premiers groupes est 38889. De plus,

75892 — 38889 = 37003,
et
37003 = 7400 X< 5 + 3;

ainsi le chiffre cherché est le troisiéme du 7401° nombre de cinq chiffres,
c’est-a-dire 10000 + 7400. Donc le chiffre demandé est 4.

Exzemple IV. — On peut se proposer des questions analogues a la pré-
cédente, en n’écrivant : 1° que les nombres pairs; 2° que les nombres
impairs ; 3° que les chiffres pairs; §° que les chiffres impairs.

28. Division accélérée. — Lorsque le diviseur contient beau-
coup de chiffres, on simplifie le calcul de la maniére suivante. On
écrit sur une bande de papier les dix premiers multiples du divi-
seur, que l'on forme par additions successives, avec preuve au
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moyen du dixi¢me multiple. Puis 'opération se réduit & une suite
de soustractions; elle s’accélére en pliant la bande de papier sous
chacun des multiples; on la tient de la main gauche au-dessus des
dividendes partiels, que I'on écrit successivement par une simple
soustraction. Cette méthode, trés pratique, supprime les essais
pour déterminer chaque chiffre du quotient ; elle est surtout avan-
tageuse lorsqu’il s’agit de diviser plusieurs nombres par un méme
diviseur.

Si I'on ne veut pas calculer les dix premiers multiples, on peut employer
les Tables de Tripier, les réglettes de Neper ou de Pruvost-le-Guay, ou
encore les réglettes de Genaille.

Ezemple I. — Division d'un nombre par §. — Soit le nombre 23547 a
diviser par 9. On fait la somme des chiffres en partant de la droite, soit
a1, dont le quotient par g est 2, que l'on ajoute a la somme des chiffres &
partir des dizaines, et en comptant de droite & gauche, soit 16; on pose 6
et 'on retient 1 que I'on ajoute & la somme des chiffres de droite a gauche,
en partant des centaines, soit 11; on pose 1, chiffre des dizaines et ’on
retient 1 que I'on ajoute & la somme des chiffres en partant des mille; soit 6,
que I'on pose, et enfin 2, a partir des dizaines de mille. Le quotient est 2616.

En général, soit (abcde) un nombre écrit dans le systéme décimal, et
que I'on veut diviser par 9; on a

a.i1o0* = g999.a + a,
b.103 = 999.0 + b,

c.10!= g9.c+¢,
d.io = g9.d+d,
e. = e,

et, en ajoutant et en divisant par g,

Eabgcde___Ee+d+;+b+a

+~d+c+b+a
+10 (c+b+a)
+ 102(b+a)

-+ 103.a.

29. Systémes de numération. — Pour classer les nombres, pour
étudier leurs propriétés, leurs combinaisons et leurs transformations,
on peut employer divers systémes de numération, et plus particulié-
rement celui de la numération décimale.
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C’est aux Chinois et aux Hindous que I'en doit I'idée ingénieuse
de ces échelles arithmétiques, de cet heureux moyen de représenter
tous les nombres avec peu de signes, et d’exécuter, par des opéra-
tions techniques trés simples, des calculs auxquels I'intelligence
humaine, livrée a elle-méme, ne pourrait atteindre. « C'est 13, dit
Conporcer, le premier exemple de ces méthodes qui doublent
ses forces, et & I'aide desquelles elle peut reculer indéfiniment ses
limites, sans qu’on puisse fixer un terme ou il lui soit interdit de
parvenir. » . '

Tout nombre entier, autre que l'unité, peut étre pris pour base
d’un systéme de numération. On a ainsi les systémes de numération
binaire, ternaire, quaternaire, ..., décimale, duodécimale,
qui correspondent aux bases deux, trois, quatre, ..., dix, douze.

Pour écrire un nombre dans un systé¢me de base B, on commence
par adopter (B — 1) caractéres destinés a représenter les (B — 1)
premiers nombres. Ces caractéres sont les chiffres

L, 2, 31 3 ;, 61 7 8’ 9, @, b: Cy oeny

que 'on énonce comme a I'ordinaire.

Pour la numération écrite, on fait cette convention, qu’un
chiffre, placé a la gauche d’un autre, représente des unités de
I'ordre immédiatement supérieur, ou B fois plus grandes. Pour
tenir la place des unités qui peuvent manquer dans certains ordres,
on se sert du zéro, o; par suite, le nombre des chiffres employés
est toujours égal a la base du systéme.

Pour la numération parlée, on convient d’appeler unité simple,
dizaine, centaine, mille, etc., les unités du premier ordre, du
second, du troisi¢tme, du quatri¢me, etc. Ainsi les nombres 10,
11, ..., 19 sc liront de méme dans tous les systémes de numéra-
tion; les nombres 1a, 10, ao, bo, ... se liront dix-a, diz-bé,
a-dix, bé-dix, etc. Et 5 b6a 71c selira cing millions bé-cent,
soizante-a mille sept cent dizx-cé.

Les régles des opérations démontrées pour les nombres écrits
dans le systéme décimal sont les mémes pour les nombres écrits
dans un systéme quelconque de numération.

Pour opérer rapidement dans un systéme quelconque de numé-
ration, il est indispensable de savoir par cacur toutes les sommes
et tous les produits de deux nombres d'un scul chiffre.
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ARISTOTE avait observé que le nombre § pouvait trés bien remplacer
le nombre 10, comme base de la numération. WEIGEL publia & ce
sujet, en 1687, le plan d’une Arithmétique tétractique. SiMoN STEVIN, de
Bruges, mort en 1633, avait aussi imaginé le systéme de numération duo-
décimale, se rapprochant beaucoup plus de notre maniére de compter les
mois de I'année, les heures du jour, les degrés de la circonférence. Quant
au systéme de la numération binaire, auquel nous avons consacré deux
Chapitres dans nos Récréations mathématiques, il date de cinquante-
quatre siécles; il fut retrouvé par LEiBNIz.

On peut donc se demander si I'adoption d’une base autre que dix n’edt
pas été préférable; en d’autres termes, si ’accident de notre espéce qui
fait que nous avons dix doigts aux deux mains s'accorde avee les condi-
tions requises pour que le systéme de numération chiffrée soit le plus
parfait possible. Ceci exige qu’on distingue la notation des nombres entiers
et abstraits de celle des nombres concrets et fractionnaires. Sous le rap-
port de I'application du systéme de numération a celui des mesures, ct a
la subdivision de I'unité concréte, on est convenu, ainsi que Burrox I'a
remarqué, que le nombre douse, 4 cause de ses quatre diviseurs : deux,
trois, quatre, six, eit été une base plus commode que le nombre dix, qui
n’a que deux diviseurs : deux et cinq.

D’autre part, AvcusTe CoMTE avait remarqué que la structure de la
main, composée de quatre doigts a trois phalanges, ou de douze pha-
langes, permet de représenter avec les deux pouces posés sur deux pha-
langes tous les nombres jusqu’a treize fois douze; alors les phalanges
de la main gauche représentent des unités simples, et celles de la main
droite des grosses, ou unités de second ordre. Par suite, on pourrait
ainsi compter sur ses phalanges dans le systéme duodécimal, plus facile-
ment et plus loin que sur ses doigts dans le systéme décimal. Mais, si 'on
se reporte au Calcul digital, ignoré de CoMTE, cette assertion cst inexacte.
Au moyen de ce calcul, professé dans les écoles, au temps de CHARLE-
MAGNE, on représentait avec les doigts des deux mains tous les nombres
jusqu’a dix mille.

Il serait plutdt permis de se demander si le choix d'une base inférieure
a dix ne rendrait pas les calculs plus sirs ct plus faciles. En effet, B dési-
gnant la base du sytéme dc numération, il faut retenir de mémoire les
—;— (B —1)(B — 2) valeurs différentes de la somme et du produit de deux
nombres inégaux, et les (B — 1) valeurs des premiers carrés, des premiers
cubes. Par conséquent, les premiers frais de mémoire diminuent avec la
base et les causes d’erreur seront moindres. Mais cet avantage est com-
pensé par la nécessité d’employer plus de temps et de place pour écrire
les nombres.

30. Echange des systdmes de numération. — 1l s’agit d’écrire
dans un autre systtme de base donnée un nombre quelconque
écrit dans un premier systéme. De la, trois problémes a résoudre.



16 LIVRE I. -— LES NOMBRES ENTIERS.

Exemple 1. — Tout nombre entier est la somme algébrique de puis-
sances de 3, toutes différentes.

Voir, dans nos Récréations mathématiques, I'application du systéme
binaire aux Boites de Poids, au Baguenaudier, a 'Eventail japonais,
au Jekim, a la Tour d’KEanoi.

31. Classification des nombres. — Par rapport a une base ou
module positif M, tout nombre entier quelconque a, positif ou
négatif, peut se mettre d’une seule maniére sous la forme li-
néaire

a=>Mxr--r,

dans laquelle » désigne I'un des M nombres positifs
o, 1, 2, 3, ..., (M=)

L.e nombre x est le quotient, positif ou négatif, de @ par M a une
unité pres par défaut. D’ailleurs, si I'on avait de deux maniéres

a=Mr-r et a=Mzx'+7r,

la différence nulle
M(x—2')+r—r,

et, par suite, (r — r’) serait divisible par M, ce qui est impossible
4 moins de supposer 1= '. Le nombre r est appelé reste de a
pour le module M.

Ezemple. — Pour le module M = a, il y a deux formes de nombres, les
pairs ct les impairs; pour le module M = 3, il y a trois formes de nom-
bres; pour le module M = 4, il y en a quatre, savoir :

iM pairement pairs,
4M =+ 1 pairement impairs,
4M —+ 2 impairement pairs,

4M =3 impairement impairs.

En acceptant les restes négatifs, un nombre entier quelconque
est encore d'une seule mani¢re de la forme

a=Mzx=*r,

et le reste minimum 7 ne peut surpasser en valeur absolue la moi-
ti¢ du module. Dans le cas de M pair, on convient de prendre
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avec le signe +- le reste égal en valeur absolue a la moitié du mo-

dule.

Ezemple. — Pour lec module M = 5, tous les entiers sont, d’une seule
maniére, de I'une des cinq formes

5z, Sz, Szxrta,-
et pour le module M = 6, tous les entiers sont de 'une des six formes

6z, 6zx-=1, 6xr=*2, 6x+3.

32. Nombres congrus ou équivalents pour un module. — Deux
nombres entiers a et b, positifs ou négatifs, sont dits congrus ou
équivalents pour le module M lorsque leur différence est divisible
par le module. Pour exprimer cette relation, on peut écrire

a = b -+ mult. de M;

mais il est plus commode de se servir de la notation de Gauss

a=0b (modM),

qui se lit a congru a b, pour le module M. D’autre part, on a
étendu la signification du mot reste en disant que deux nombres
congrus pour le module M sont résidus ’un de l'autre pour ce
module.

L’égalité entre deux nombres, en supprimant les multiples
du module, s’appelle congruence ou équivalence. La notation
de Gauss permet de mettre en évidence 1'analogie qui existe entre
les égalités et les congruences, sans introduire de confusion.

Pour un méme module, deux nombres congrus i un troisiéme
sont congrus entre eusx.

On peut ajouter ou rctrancher membre & membre des con-
gruences de méme module.

On peut multiplier les deux membres d’une congruence par un
méme nombre entier.

On peut multiplier membre 3 membre les congruences de méme
module.

On peut élever 4 une méme puissance les deux membres d’une
congruence.
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En d’autres termes, si I'on a. pour le module M, les congruences

a=2b, a=b, a =¥,
on a encore
a—a —a=b-—-0b+0.
ha+pa —va =rb+ pb b,
aa’'a” =bb'0",

am = bm,

Plus généralement, si I'on désigne par f(r) un polyndme a
coefficients entiers, positifs ou négatifs, '

SJix)=Az"—Br1!'+Cr—2—...+ Kr + L,

la congruence
a=0 (modM),
donne aussi
Sla):= fib) (mod M).

33. Impossibilité de congruences. — Si 'on remplace succes-
sivement z par tous les nombres entiers dans un polyndme f(z) a
coefficicnts entiers, et si 'on prend les résidus pour le module M,
ces restes se reproduisent périodiquement de M en M, puisque
I'on a, quel que soit 'entier .r,

S(x) = f(x+~M) (mod M).

Ainsi, par exemple, pour f(z)=x? et pour M =10, on re-
trouve les restes des carrés. En général, la suite des résidus de
JS(x) pour M valeurs entiéres et consécutives de z ne reproduit
pas la sériec des M nombres

o, 1, 2, 3, ..., (M—i):
on en déduit alors I'impossibilité de résoudre la congruence
Sf(x)=r (mod M),

en nombres entiers, si r désigne I'un quelconque des non-résidus.
Par exemple, pour M = 3, les restes de )

f(e)=a3—8x +6
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forment la suite périodique
n, 4 3, 4 3;

par suite, f(z) ne peut devenir = o, ni = 2, pour le module 5 et,
a fortiori, égal 2 ou 3 5; d’ou il suit que les expressions

x3—8x+6 et x3—8x+ 4,

ne peuvent s’annuler pour des valeurs enti¢res de z, ni lorsque
'on augmente les coefficients d'un multiple quelconque de 5.

Ezemple I. — Le polyndme f(z) a coefficients entiers ne peut s’an-
nuler pour une valeur entiére de z, si f(0) et f(1) sont impairs.
De méme, si aucun des nombres f(0), f(1) et f(— 1) n’est divisible par 3.

34. Preuves par congruences. — La preuve par g dans le sys-
t¢me de numération décimale, pour les quatre opérations fonda-
mentales de I'Arithmétiqué, repose sur les théorémes que nous
venons d’énoncer sur les congruences, en supposant M =g. En
effet, suivant le module M = g, toutes les puissances de dix sont
congrues 4 I'unité, puisque 10” — 1, étant un nombre formé exclusi-
vement des chiffres 999g. . . .. est divisible par g. Par conséquent,
sia, b, ¢, d, ... désignent respectivement les chiffres des unités,
dizaines, centaines, ... d'un nombre N écrit dans le systéme déci-

mal, on a
N=a+ 10b+10tc+103d +...,

e t, par suite
N=a+b+c+d+... (modg).

En d’autres termes, le reste de la division d’un nombre par g est
&gl au reste de la division par g, de la somme de ses chiffres.
De méme, pour le module M = 11, on a successivement

1o=-—i1, 10'=+1, 103=—1,

€y, par suite,
N=a—b+c—d+... (mod 11).

Par conséquent, si I'on remplace, dans les quatre opérations fon-
damentales de I'Arithmétique, les nombres donnés par leurs restes
Suivant le module g ou le module 11, les nombres obtenus doivent

E.L.— L . 4
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étre congrus 4 ceux qu'on déduirait des résultats; sinon il y aurait
erreur dans les calculs. '

Plus généralement, si 0 désigne la base d’un systéme de numé-
ration, on a vu que tout nombre positif N peut étre mis, d'une seule
maniére, sous la forme

N=a+b60+4c024+do*+...,

les nombres a, b, ¢, d, ... étant positifs ou nuls et plus petits que 6.
D’ailleurs, si I'on désigne par z le quotient approché par défaut
de N par 0§, & une unité prés, le chiffre @ des unités est le reste
minimum, non négatif, de N suivant le module 0, et I'on a

x=b+4+c0+db24...,

et ainsi de suite. D’ailleurs (6”—1), nombre formé exclusivement
par les chiffres (§ — 1), est un multiple de (8 — 1); on a donc

N=a-+b+c+d+... (modf@—r1).
De méme, pour le module (8 - 1), on a
0=—1 (mod0+1);

en élevant 4 la puissance d’exposant n,

0r=(—1)» (mod 6 +1);
et, par suite,
=a—b+c—d+... (mod V1)

Par conséquent, dans un systéme de base quelconque 6, on peut
faire les preuves des opérations par congruences suivant les modules
(0—r1)et(8+41).

Ces considérations s’appliquent encore aux systémes de numé-
ration dans lesquels on considére des chiffres & caractéristique
négative. Ainsi tout nombre positif N peut étre mis sous la forme

N=a+b0 +c02+di3+.. ..+ 10n;

les nombres a, b, c, d, ... sont des entiers nuls, positifs ou néga-
tifs, dont la valeur absolue ne surpasse pas la moitié de 0, / scul
étant nécessairement positif. La représentation de N est encore
unique, a la condition de supposer pour § pair que le nombre égal
A == 1 0 soit toujours pris avec le signe +.

~
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Silongroupe les chiffres d'un nombre quelconque par tranches
de deux, trois, quatre,. .., n chiffres,  partir des unités du pre-
mier ordre, on peut considérer ces tranches comme des chiffres et
supposer le nombre N écrit dans un systtme de numération qui
aurait pour base 'un des nombres 62, 63, 64, ..., 62, De la des
régles de divisibilité et des preuves par congruences pour les modules
(87— 1) et (872 4-1).

Ainsi, par exemple, 10%+1=7.11.13; par conséquent, on en
déduit des régles de divisibilité et des preuves par 7, 11 ou 13, en
considérant les nombres écrits dans le systéme décimal, par tranches
de trois chiffres.

Exemple 1. — Démontrer que 232+ 1 est divisible par 651 (EuLEr).
On a, pour le module 641, .

2! =4, 2%v=16, 28 = 256,
216 = 65536 = 154,
22=123716=—1.

On démontre de méme que

22 -+ 1 est divisible par..... 274 177,
22"+ » o 114689,
214 | v 167 772 161,
214 1 v o 2748 779 069 §41.

Ce dernier exemple prouve que le calcul par congruences est parfois
indispensahle, attendu qu'il est impossible d’écrire le nombre 22*+1, qui a
plus de 20 milliards de chiffres; la bande de papier qui le contiendrait
ferait le tour de la Terre. D’ailleurs, on ne connait pas d’autre démonstra-
tion de ce curieux résultat, dd & M. SgELHOFF, de Bréme.

Exemple II. — Le produit de nombres de la forme linéairc Mz + 1 est
un nombre de la méme forme.

Le produit de nombres de la forme 4z + 3 est de la forme 42 + 1 si le
nombre des facteurs est pair, et de la forme § <+ 3 si le nombre des fac-
teurs est impair.

De méme, pour les nombres de la forme Mz — 1.

Exemple IIl. — Le cube d’un nombre entier est congru a4 0o ou & *1,
suivant le module g.

Si un nombre n’est pas un cube parfait, tout nombre formé en permu-
tant les chiffres du premier d’'une maniére quelconque, et en intercalant des
o et des g, n’est pas un cube parfait.

—O OO .
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CHAPITRE V.

LES NOMBRES FIGURES.

335. Progressions arithmétiques. — Définitions et propriétés.
— Nous désignerons les termes de la progression par

ta, b, ¢, ..., h, Kk, I,

la raison par r, le nombre des termes par n et leur somme par S.

La différence de deux termes de la progression égale le produit
de la raison par la différence des rangs des deux termes.

Si I'on ajoute terme i terme des progressions arithmétiques, on
obtient une progression arithmétique dont la raison est la somme
algébrique des raisons des progressions données.

La somme de deux termes équidistants des extrémes est égale a
la somme des extrémes.

La somme des termes d’une progression arithmétique est la moitié
du produit du nombre des termes par la somme des extrémes.

On a donc les formules
l—a=(n—1)r, S=n(+-'_[);
et, par suite,
2a +~(n—1)r
=——— "—n
2

S

ExzempleI. — Les nombres triangulaires. — Sil'on dispose des boules
en triangles, on forme les nombres triangulaires. En d’autres termes,
le n*"® nombre triangulaire P} est égal a la somme des n premiers
nombres. Le double d’un nombre triangulaire de rang quelconque est le
produit du nombre qui indique son rang par I'entier suivant. Ainsi

_n(n+n.

P3
" 2

Cette formule se démontre géométriquement de la méme maniére que
I'on démontre que 'aire d’un triangle est la moiti¢ de I'aire d’un parallé-
logramme, Elle se déduit encore de la somme des termes d’une progression
arithmétique de raison r =1; mais le procédé qui sert a calculer cette
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somme revient, au fond, & celui qui donne l'aire d’'un trapéze comme
moitié de celle d’un parallélogramme.

Ezxemple II. — L'octuple d'un triangulaire, augmenté de I'unité, est un
carré. — Ce théoréme de DioPHANTE peut se démontrer géométriquement.
En d’autres termes, on a

n(n-+1)
2

8 +1=(2n+1)%
Tout carré impair diminué de 1 est 'octuple d’un triangulaire.
Ezemple III. — Aucun triangulaire n’est terminé par les chiffres a, 4, g, 7.
Car I'octuple plus un serait terminé par 3 ou par 7, ce qui ne peut étre le
dernier chiffre d’un carré. :
Ezemple I'V. — Le produit de quatre nombres en progression arithmé-
tique, augmenté du bicarré de la raison, ¢st un carré. — En effet

. a(a+r)(a+2r)(a+3r)+ri=(a*+ 3ar + rr)t.

Exzemple V. — Le produit de quatre entiers consécutifs n’est jamais un
carré. — En effet, la différence des carrés de deux entiers consécutifs est au
moins égale 4 3, et ne peut étre égale & r* =1, d’aprés 'exemple précédent.

Eremple VI. — Tout multiple d’un carré impair est la différence de
deux triangulaires. — En effet, on a l'identité

(2ar +~xr+a)(2aar+xr+a-+ri)
2

a(2r+ 1)t =

(2ar —x+~a—1)(2ar—xr+a)
2

36. Les nombres polygonaux. — Considérons les progressions
arithmétiques commengant & 1 et ayant respectivement pour rai-
sons les nombres 1, 2, 3, 4,

i, 2 3 4 5 6 .... n,

L 3, 5 7, 9 1, ..., an—i,
1, 4, 7, 1o, 13, 16, ..., 3n—2,
1, 5 9, 13, 17, 21, ..., fn—=3.

La somme des n premiers termes de ces progressions représente
les nombres triangulaires, carrés, pentagonauz, hexagonauz,
de rang n. En général, le ni*™ polygonal P de ¢ cOiés est égal a
la somme des n premiers termes de la progression arithmétique
commencant a 1, et de raison (g —2). On a donc

n(n—l).

Pi=n-+(qg—2) 5

Si I'on considére des polygones réguliers, homothétiques par -
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vapport & Fun des sommets. et contenant 2, 3. §. .... n pions i
¢pale distance sur les cotés. on obtient une représentation géomé-
irique du nombre polygonal par I'ensemble des pions.

On démontre facilement par le calcul. ou par une configuration
geométrique, les théorémes suivants :

I. Tout polygonal est égal anu nombre qui indique son rang,
angmenté dlautant de fois le triangulaire de rang précédent qu'il
v d'unités dans son ¢dté diminué de deux.

I, Tout polygonal est ézal au triangulaire de méme rang aug-
mentd dantant de fois le triangulaire précédent qu'il y a d’unités
dans son cdté diminué de trois. .

Il eniste wne seconde espece de nombres poly gonaur de forme
plus régulicre. On joint le centre d'un polygone régulier a tous les
sommels et Fon considére tous les polygones homothétiques par
rapport an centee: puis on place des pions a égale distance sur les
edés et au centre, de telle sorte que le premier polvgone de ¢
cdtés se compose d'un pion au ceatre, le second de (1—+ ¢) pions,
le troisieme de (1 - g == vy plons, et ainsi de suite. Ainsi le nf™
nombee poly gonal a contre OF de ¢ cotés a pour expression

Oy v g g —...—in—1g,
clestadive
(LN \ v $.

SiUon constdére un polyzonal & centre de 24 cdiés, et si lon
supprine tous les pions situes d'un edte d'un méme diamétre, on
voit facilement que Fon peut former avee les pions restants un
polygonal de premicee espece, de méme rang et avant (g + 2)
edtes. Ninsi, Tona la tormule

(A DY A e

Les exervices suivants se rappertent any pely zonaux de premiére

(w‘l‘ \\‘\‘\ .

Faoomple b Lo tnpic d0 teut pentage:
dent le vang et e teple o a2 da pentagonal.

Fremals Ho-— 1o prodant par »; dun nowbre pentagonal étant aug-
mente de 1t denne wn cazre doat fe ot ost e sentuple moins un du rang
du pentazonal.

Foemolo B Ao vombre vertagona ne pout étre terminé par 'un
des chelres 3040 S0a

it ost un nembre triangulaire

amsoun da
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Ezemple IV. — Tout nombre hexagonal est un triangulaire de c6té im-
pair, et réciproquement.

Ezemple V. — Aucun nombre hexagonal ne peut étre terminé par I'un
des chiffres 2, 4, 7, 9.

Ezemple VI. — Le nonuple plus un d’un triangulaire est un triangulaire
dont le coté est le triple plus un du c6té du premier.

Exemple VII. — Le triple plus un d'un octogonal est un carré dont
le coté est le triple moins un du coté de I'octogonal.

Ezemple VIII. — Le double plus un d'un décagonal est un triangu-
laire dont le rang st le quadruple moins deux de celui du décagonal.

Exemple LY. — Aucun décagonal ne peut étre terminé par I'un des
chiffres 3, 4, 8, g.

Ezemple X. — Construire le tableau des dix premiers nombres poly-
gonaux ayant dix cotés au plus.

Exemple XI. — Etant donné un nombre, trouver de combien de ma-
ni¢res il peut étre polygonal (FerMAT).— Il suffit de diviser le nombre donné
par les triangulaires successifs, en ne conservant que les divisions dans
lesquelles le reste est égal au triangulaire de rang précédent.

Exemple XII. — Trouver un nombre qui soit polygonal autant de fois
qu'on voudra ( FERMAT). — Le probléme se raméne a la déterminationd’un
nombre qui, divisé par des nombres donnés, donne des restes donnés. La
solution compléte de ce probléme rentre dans la théorie des congruences
du premier degré qui sera exposée plus loin.

Pour plus de détails, voir notre article intitulé : L’ Arithmé-
tique en boules (n°® 696 de La Nature).

37. Sommation des factorielles. — On appelle factorielle le
produit de facteurs en progression arithmétique. Les factoriclles
consécutives donnent licu a des formu]es importantes concernant

les sommes
i=a +b ...+~ k+ |,

e=ab +bc +...+ hk+ ki
3= abc + bed +-...+ ghk + hkl,

14 t4 14

D R A I I D R R

Posons, pour abréger, (a—r)=ua et ({4 r)=2>%; on a les
égalités .
ab—aza=n1r.a,
bec —ab =2r.b,
cd—bc =ar.c,

I I I I )

2 —Ll =ar.l;
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en ajoutant el en simplifiant. on trouve
I\ —2a=12ar.3,.
En partant des égalités

abe —aab =3r.ab,
abcd — aabe = §r.abc,
abede — aabed = 5r.abed,

on trouve, de méme. la série des formules

r.X, = 17— aa,
3r.8y= klh—aab,
§r.=5 = hkli — 2abc,
5r.Sy= ghklk — aabcd,

Exemple I. — Démontrer les formules

1+34+5+... +(2n — 1) = n?
1.343.5+ ...+ (2n—1)(2n—1) =3 n(4nt + 6n —1),
1.3.5+ ... —(2an —1)(2n+1)(2n +3)=n(2n’ + 8nt + 7n — 2).

38. Les nombres figurés. — Pour la progression des nombres
entiers commengant i l'unité, on a 2=o0 et =1. En suppo-
sant que la progression contienne successivement p, (p + 1),
(p+2), ... termes, on a

t+24+3+...+p=1p(p-+1),

12423 +3.44+...+p(p+1=1p(p+1)(p+12)
1.2.34+23.4+...4+p(p+1)(p+2)= %p(p+|)(p+2)(p+3),
On vérifie immédiatement a posteriori la formule qui résume

les précédentes
x=p
(1) 21’(1‘+|)...(r+q—2)=-l-p(p+l)...(p+q-l),
xr=1 q
en montrant que, si la formule est exacte pour les premiéres valeurs
de p, elle a lieu encore pour la valeur suivante.
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En effet, g restant fixe, la formule a lieu pour p =1; mais, lors-
qu’on remplace p par (p + 1), le second membre augmente de

(p+D(p+2)...(p+gq
q9

“Dip+g)—pl;

c’est précisément, aprés simplification, I'accroissement du premier
membre.

Nous avons vu que le nombre triangulaire de rang p est égal a la
somme des p premiers entiers. Autrefois, on désignait encore les
nombres triangulaires sous I'appellation de nombres figurésdu se-
cond ordre, ou a deux dimensions. En général, on appelle nombre
JSiguré ¥4 d’ordre q (ou a g dimensions) le nombre égal a la
somme des p premiers nombres figurés d’ordre (¢ — 1); on a donc,
par définition,

Fj=F{' +F{'+F{! ...+ F} !,
et, par suile,
(2) Fj = Fj_, -+ Fj-1.

Si 'on construit, par additions successives, le Fableau des nom-
bres figurés naturels, triangulaires, pyramidaur, ..., on ob-

tient (fig. 27):

Fig. 27.

F° F F: I
I ] 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 ki 10 20
1 5 15 35

Table des nombres figurés.

D’ailleurs, la formule (1) donne, pour le calcul direct,

(3) Fz=p(p+x)..q.!(p+q—1).

Si I'on baisse d’une ligne la colonne des entiers F', de deux
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lignes celle des triangulaires I'*, de trois lignes celle des pyrami-
daux I'3, et ainsi de suite, le Tableau des nombres figurés devient
le triangle arithmétique de Pascal, ¢t Fon a

5 ]"/, = CZ“I-I'

Les résultats qui précédent ont été trouvés par FERMAT, en 1636, d’aprés
la méthode inductive. Il s’exprime ainsi dans ses Notes sur DioPHANTE,
a la suite de la Proposition IX du Livre des Polygones : « Propositionem
pulcherrimam et mirabilem quam nos invenimus hoc in loco sine demon-
stratione opponemus. In progressione naturali qua ab unitate sumit
exordium quilibet numerus in proxime majorem facit duplum sui trian-
guli, in triangulum proxime majoris facit triplum suz pyramidis, in py-
ramidem proxime majoris facit quadroplum sui triangulotrianguli, et sic
uniformi et generali in infinitum methodo. Nec existimo pulchrius aut gene-
ralius in numeris posse dari theorema cujus demonstrationem margini
inserere nec curat nec vacat. »

Postéricurement, FERMAT écrit & Pascin le 29 aodt 1655 : « Nos coups
fourrés continuent tonjours, et je suis aussi bien que vous dans I'admira-
tion de quoi nos pensées s'ajustent si exactement, qu'il me semble qu’elles
aient pris une méme route et fait un méme chemin : Vos derniers Traités
du Triangle arithmétique et de son application en sont une preuve
authentique: et, si mon calcul ne me trompe, votre onziéme conséquence
courait la poste de Paris a Toulouse. pendant que ma proposition des
nombres figurés. qui, en effet, est la méme. allait de Toulouse a Paris. Je
n'ai garde de faillir, tandis que je rencontrerai de cette sorte, et je suis
persuadé que le vrai moyen pour I'empécher de faillir est celui de con-
courir avec vous: mais, si j'en disais davantage, la chose tiendrait du com-
pliment, et nous avons promis de bannir cet ennemi des conversations
douces et aisées. »

Voir le Traité des ordres numériques de Pascat.

39. Piles d’obus et piles de boulets. — La pile d'obus est pris-
matique et se compose de p tranches triangulaires. Le nombre des
obus qu'elle contient est le produit par p du triangulaire corres-
pondant.

La pile de boulets @ base triungulaire . ayant n boulets au
¢oté, contient un nombre de boulets T, égal & la somme des n pre-
miers nombres triangulaires: ¢’est le nombre pyramidal de rang n,

1.2 2.3 nop—--1)

O TG U e e B A AL
F3=T, = 2 - cee 5 ’
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c’est-a-dire
nin—=1)(n<+2)

Tu= 1.2.3

La pile de boulets a base carrée, ayant n boulets au cété, con-
tient 'un nombre de boulets Q, égal a la somme des n premiers
carrés. On peut la considérer comme formée de deux piles triangu-
laires T,, et T,_,; on a, en effet, pour chaque tranche,

nin—+1 (n—1)n
( ) ¢ o,

n®=
2 2 ’

par suite, en remplacant n par 1, 2,3, ..., n, et faisant la somme,
on voit que Q, est la somme des pyramidaux de rangs n et (n —1).

Ona
nin1(an+1)

Q, =
n 6

Pour les trois piles, le nombre des projectiles est égal au
nombre des projectiles d’une face triangulaire, multipli¢ par
le tiers du nombre des projectiles contenus dans trois arétes
paralléles partant des sommets de cette face.

Cette formule subsiste pour la pile quadrangulaire, que
I'on peut considérer comme la réunion d’'une pile a basc carrée et
d’une pile prismatique.

Pour plus de détails, voir notre article intitulé : L’ Arithmétique
en bdtons (n" 697 de La Nature).

Exemple I. — On a les inégalités

nd3 << 6T, << (n—+1)3,

n3 < 3Qp << (n-1)3,

qui permettent de déterminer n, connaissant T, ou Q,, au moyen de la
Table des cubes (Algébre d’EcLEn).

Exemple II. — Le nombre des boulets d’une pile & base carrée de rang
nest le quart du nombre des boulets d'une pile a base triangulaire de
rang 2.

Ezxemple III.— Le nombre des boulets contenus dans1'ensemble des n pre-
micres piles triangulaires est égal au n'™™ nombre triangulo-triangulaire

n(n+n0D(n-+2)(n+3)
1.2.3.4 )

F} =
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Exemple IV. — L: pomirz d<s be-tists c.ontenus dams Iemsemble des

Eremgpie V. — Demazirer iui donae le mombre
dze booulots dune plle & Dace roitass
Exempie Vl. — Triover o pomlhe
surfar e lateraiz wu totale 4 zae
Exemyple VII. — N zbrodes b olots d'une pll2 tovnjuée a bases paral-
leloe, — Oruatre cas,

Eremple VIII — Trizvarias o

ISt t fretuicrs cipcio,

qui s¢ trouvent sur la

Poobi— b, =Tl g, AzrAAT
* = ) 2 ©

Fovr g =5 et puar g = 0w r2irosne I enpressions de Ty et de Q,.
Exempgple IY. — Trouver la somm? d-: n premiers polyzonaux de ¢

cites et de secande esjic. — On a

n—1 ann—1
—_ _l_l'c—_r‘_.i__.

«© -

Lorsjue g = 6. wotrosve ab jesus b pliz henazenale de n pions sur le
eite d= la base

Exemple 1. — Trouver la somme des pe3ly zonauw de ranz a et de pre-
micre espece. dont Jes oltes =t 30 4. 5. ... 9. — D2 a
nA—1 g7—2 94—\

Pi—FP:—. .. —P;=n yj—2 — 2

Exemple TI. — Trouver la somme des polvzonaux de ranz A et de se-
conde espece, doat les ¢it-asant 304, ... 9. — Cpa

- g —
I:I’._‘_DO'.__ ___1:0___—_.]__3__’1_"__! [-’_. 1 _;]'

Exempls YII. — Trouver 1 somme de tous les polyzonaun des n pre-
miers rangs et dont les oites sont 3. 40 5. . .. 7. — Deux cas.

Exemple YIII. — Dans un systéme Je numérativn de base B. la somme
de< chiffres d= tous les nombres n'ayaat pas pius de n chidres est

inB* B—1.

Lz preduit des chiffres siznificatifs de tous ces nombres est ¢zal @ la puis-

sance Jd Ia fasteticlle B —1 I qui a pour expasant nBr-t,
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40. Binoéme de Newton. — La théorie des nombres figurés con-
duit au triangle arithmétique de Pascar et & la formule appelée
binéme de Newron.

Si 'on’ multiplie le polynéme

F=a+bxr-+cxr+...+ kzn- 14 lxn

par (1+ x), et si 'on n’écrit que les coefficients de F et ceux du
produit P, on trouve

pour F..... a, b, c, . k, IH
pour P..... a, a+b, b+e, ..., h+k k+1,

commedans la multiplication d’'un nombre par 11 (n° 18, Ex. I);
par conséquent, ces coefficients se calculent comme dans un Ta-
bleau de sommes (n° 3).

En particulier, les coefficients des puissances successives de
(1 4+ z) produisent le triangle arithmétique de Pascar. On a donc
le développement

(1+zx)y=1+Chz+Clxr+... - Clat+...+ Char;

d’ailleurs, si 'on remplace dans la formule (4) du n® 38 le nombre p
par (p — g -+1), il vient, en tenant compte de la formule (3) qui
donne Uexpression générale des nombres figurés,

' pP(p=1...(p—q+1)
Cl=Fl qu= 1.2.3...q . )

On a donc le dévelopbemeht

- pPp— . (p—g-+1)

L L ; ZT+...4+IP.
1.2.3...9

—1
(1+x2)P=1+ T.z'-f- —-':—’2—) Zi4-...

On peut vérifier a posteriori 'exactitude de ce développement,
en faisant voir que, si cette formule est une identité pour une va-
leur entiére et positive de ’exposant p, elle a lieu encore pour 'ex-
posant (p +1).

En remplagant x par (b: @) et en multipliant les deux membres
par a?, on a la formule )

P

(a+b)p=ar+ Sar-ib+ ﬂ”—:—ﬂ

1.

apP-1b2 4., .+ bP,
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§]1. Propriétés des coefficients du développement do .1 —r ». —
Les coefficients de ce développement. que nous désignerons sou-
vent. pour abréger. pari. p,. pa. - ... F#- oot en nombre . p—1).
On a dailleurs

Pe=Cis e = =Py

Les coeflicients a ézale distance des extrémes sont égaux: ils
vont en creissant jusqu'au miiieu du développement.

La somme des coeflicients est ezale a 22 et la somme alternée
est nalle. ainsi qu'on le voit en remplacant r par — 1 et par —1.

On en deduit les sommes des coeflicients de deax en deux.

V—fo—Fo—Fi—. .= 2%,

F.—Ffi—Fi—-..=2"%

Les coeflicients étant entiers. U est entier. quelles que soient
les valeurs Jes nombres entiers positifs p et g: par conséyquent, le
produit 42 q nombres entiers ~ansecutiss est divisible par le
Froduit dzs g premiers nombres entiers. Dailleurs CY est nul

pour 7> £

Esrms’s I — P~dait des vo255ients dx Linime. — En partant de
Uevpressia

~ - F-.

=~ —F==4"
1-r "1

z3 trrave fezllameat. pocr b pro-luit des cvefBicients du développement de
7k valaar
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CHAPITRE VI.

L’ANALYSE COMBINATOIRE.

42. Permutations. — Ce sont les maniéres de disposer n objets
différents en ligne droite et, plus particuliérement, les maniéres
_diverses d’écrire la somme ou le produit de n nombres inégaux
deux & deux. En désignant le nombre de ces maniéres par P, on a

P, =nP,_, et P,=1.23....n.

En d’autres termes, le nombre des permutations de n objets
différents est égal au produit des n premiers nombres. On dé-
signe encore ce produit par n! que I'on appelle factorielle n.

Lorsque I'on remplace, dans une suite d’objets, chacun d’eux
par le suivant, on fait une permutation circulaire. Le nombre
des permutations de n objets différents, placés sur une circonfé-
rence, est égal A P,_, ou (n —1)!

Formation du Tableau des permutations de n nombres dans
I'ordre numérique, ou de n lettres dans l'ordre alphabétique. —
Connaissant une permutation, trouver son rang dans le Tableau.
— Inversement, écrire une permultation dont le rang est donné.

L’analyse combinatoire a été imaginée par FERMAT et PascaL pour obte-
nir la solution de problémes sur le Calcul des probabilités. Dans son Traité
duTriangle arithmétique, PascaL en donne deux applications; I'une est
intitulée : Usage du triangle arithmétique pour les combinaisons, et
Pautre : Usage du triangle arithmétique pour déterminer les partis
qwon doit faire entre deur joueurs qui jouent en plusieurs parties.

Lorsque la permutation des lettres d’un mot, ou d’une phrase, forme un
nouveau mot, ou une nouvelle phrase, la permutation prend le nom
d’'anagramme. Ainsi les mots logarithme et algorithme sont formés
des mémes lettres dans un ordre différent. PascaL, dans les Pensées, s’est
caché sous le pscudonyme de SiLomoN DE TuLTIE, anagramme de Louis
DE MONTALTE, nom sous lequel il fit paraitre les Lettres provinciales.



63 LIVRE ). — LES NONBARES ENTIEARS.

Ezxemple I. — Calculer le nombre des permutations de a objets pour
tootes les valeurs enticres de n jusqu'a 25.

1.2.3. ...n oo n' n
[ [

2 2

6 3

24 H

120 3

20| 6

50f0 -
40320 8

3 628% | 9
36 28%00 | 10
3g9 16%00 | 12

i-90 o16oo | 12
62270 20800 | 13

8 -1782 91200 | 1§
130 767i3 68000 | 15

2092 27898 83000 | 16
35568 sj280 gbooo | 17
6 jo0237 3-037 28000 | 13
121 64310 0083 32000 | 19
2§32 go200 81766 joooo | 20

51090 9i217 1709§ Joooo | 21

11 23000 72777 76076 3Boooo | 22

258 52016 3888 49766 40000 | 23

620§ 48401 3323 ¢j393 6oooo | 24

1 55112 10053 33098 9Rjo 00000 | 23

Les permutations des 25 premiers nombres.

On voit ainsi que le nombre des permutations de n objets augmente
rapidement avec n. Pour des valeurs plus grandes de n, on ne calcule
habituellement que le nombre des chiffres et les premiers chiffres, au moyen
d’une formule donnée par STIRLING.

Ezxemple II. — Trouver le nombre des manic¢res de permuter un mot
formé de n consonnes et de n voyelles distinctes, de telle sorte qu'il n’y ait
pas deux voyelles ou deux consonnes consécutives. — On trouve 2(P,)?,
et ainsi pour un mot composé de cinq consonnes et de cing voyelles. toutes
distinctes, ce nombre est égal 4 28800, tandis que le nombre de toutes les
permutations est Pyy = 3 628 800.
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Ezemple III. — On permute les chiffres 1, 2, 3, 4, 8 de toutes les ma-
niéres possibles; trouver la somme des nombres formés par ces permuta-
tions dans le systéme décimal.

On prend la somme des nombres donnés par une permutation et par la
permutation complémentaire; on trouve ainsi, puisque la somme des
nombres de deux permutations complémentaires, telles que

24513
42153

66666

est constante, que la somme cherchée est la moitié du produit de Py par
le nombre 66666.

43. Permutations figurées. — Ce sont les dispositions de n
jetons sur les cases d’'un échiquier de n? cases, de telle sorte qu'il
n’y ait pas deux jetons sur une méme ligne — ou sur une méme
colonne |. Ces dispositions correspondent au probléme des tours
au jeu d’échecs.

A toute permutation de » nombres correspond une permutation
figurée, el inyersement ; nous trouverons I'application des permu-
lations figurées dans la théorie des déterminants.

La fig. 28 représente les permutations figurées de quatre élé-
ments 1, 2, 3, 4; elles sont rangées dans l'ordre numérique,
d’aprés la permutation correspondante placée au-dessous de cha-
cune d’elles. Les cases ombrées figurent les jetons.

Nous montrerons plus loin, au Chapitre VIII, que cette repré-
sentation des permutations, qui constitue un ensemble important
des théories de I"Arithmétique de position, trouve encore une
intéressante application dans les produits des sommes de quatre
carrés, et dans la théorie des factorielles.

Exemple I. — Dans toute permutation figurée, le nombre des jetons
situés sur les cases de couleur opposée a celle d'un coin de I'échiquier est
toujours pair (voir n° 8).

En effet, soient

(L), (2,72), B,>3), vy (Myya),

les coordonnées des jetons d’'une permutation figurée y, 3.2 ¥n, CN
] P g Y1XsY Yns

prenant le coin de coordonnées (1, 1) pour origine. La somme de toutes
les coordonnées '

G+7)+@+7)+@+ys)+ ... = (n+ya),
E.L. — L. 5
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vaut svidemment le dounble le la zomme les a premiers nombres et, par
sgite. un nombr= pair. Daatre part. & Uom supprime les parenthéses a

Fig. =3,

o i S

183 1328 1 312 l‘ll le!

183 Z)IO 2 38t 2813

=]

[ 3 b SN A ] J s 1 2

'ﬁ'& L

23 231 » 312 -8321

Les permatations sigurées de quatre éléments.

somme paire. qoi correspondent a des jetons posés sur des cases de méme
couleur que la case(1.1). il reste un total pair. Par suite, les parenthéses
a somme impaire, qui correspondent aux jetons placés sur des cases de
couleur opposée a celle du coin (1.1), forment un nombre pair; elles sont
donc en nombre pair.

Ezemple II. — Trouver le nombre G, des permutations des n premiers
chiffres, dans lesquelles la somme des chiffres a égale distance des ex-
trémes est la méme. En d'autres termes, trouver le nombre des permu-
tations figurées qui sont symétriques par rapport au centre de I'échi-
quier.

Si n est impair, il y a une tour au centre de I'échiquier, et, en suppri-
mant la ligne et la colonne du milieu, on obtient un échiquier dont le
coté est (n—1). On a ainsi

Gu-»: = G!u-

Soit ( fig. 29) un échiquier pair de coté an; la position d'un jeton a dans
la premiére colonne donne la position d'un jeton a’ dans la derniére co-
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lonne; en supprimant les lignes et les colonnes qui contiennent a et a', il
reste un ensemble de cases qui correspond & un échiquier de (2n—2)

Fig. 29.

Permutations symétriques.

cases de coté. Mais a peut occuper 2n places dans la premiére colonne;
par suite
Gsn = 21 Gan-a;
d’odi 'on déduit
Gans1 = Gap=2". 1!

Eremple III. — Déterminer le nombre R, des permutations figurées qui
coincident avec elles-mémes en faisant tourner I'échiquier d’'un quart de
tour ( fig. 30).

La permutation est symétrique par rapport au centre de U'échiquier, car

Fig. 3o.

Permutations tournantes.

elle coincide avec elle-méme par rotation de deux quarts de tour. On a,
puisque les jetons vont par quatre, sauf au centre,

Rip+vs =Rin, e Rypes =Rinra=o0;
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puis, comme précédemment, e¢n observant que le jeton ne peut étre placé
dans un coin de I'échiquier,
Rin=(4n—2) Rip-s:

par suite
Rin = 2.6.10. ... (4n—12).

Ezemple IV. — De combicn de maniéres peut-on effectuer le produit
de n facteurs distincts, en supposant que tous les produits différent des
facteurs et différent entre eux ?

Soit O, ce nombre de ‘maniéres; le nombre de multiplications a faire
dans chacune des maniéres est toujours (n —1). On ad'abord, pour deux
facteurs a et b, les multiplications ab et da; donc Oy = 2.

Prenons un troisiéme facteur ¢; on peut le combiner comme multipli-
cateur ou comme multiplicande avec le produit effectué, ce qui donne

c(ab) et (ba)c;

mais on peut aussi faire intervenir le nombre ¢, pendant la multiplication,
de quatre maniéres :
acb, cab, bca, cba;

on a donc O; = 60,. Prenons un quatri¢éme facteur d et combinons-le
avec 'un des Oy produits entiérement cffectués, abe par exemple. On a
deux maniéres distinctes :

d(abc) ct (abc)d;

mais, si I'on introduit le facteur d pendant I'opération, abc exige deux
multiplications. Donc, ¢n faisant intervenir d dans P'intervalle de la mul-
tiplication de a par(bc), il y a quatre maniéres :

ad(bc), da(bc), a(dbc), a(bdc),

et autant pour la multiplication de (b¢) par @; en tout dix maniéres. On
a donc

05 = 1003.

Désignons par M unc des maniéres employées pour obtenir le produit
de (n — 1) facteurs, et introduisons le nouveau facteur f. Celui-ci peut sc¢
combiner comme multiplicande ou comme multiplicateur, ce qui donne
les deux cas Mf et fM: mais, si on l'introduit avant d’avoir cffectué le
produit M, il y a (n — 2) multiplications dont chacune donne quatre ma-
niéres; donc en tout

2-+4(n—2) ou 4n--6;
par suite
On =(47n—16)0,-y,
et
0, =2.6.10... (4§n—6)=127-1,1.3.5... (2n —3).
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Cette démonstration est due 2 O. RopRIGUES; mais le résultat précédent
est de M. CaTALAN (Journal de Liouville, 1™ série, t. III et VI).

44. Permutations avec répétition. — Ce sont les diverses ma-
niéres de disposer n objets en ligne droite, ces objets n’étant pas
tous distincts. Par exemple, si « lettres sont égales a a, si § lettres
sont égales 4 b, ..., A lettres & {, avec la condition

a+B+...+Ak=n,
le nombre des permutations avec répétition est

n!
al BT A

Ezemple I. — De combien de maniéres peut-on effectuer le produit
de n facteurs égaux ou inégaux ?

Si a facteurs sont égaux a @, B a b, yd c, ..., en désignant par
a. b, c, ... des facteurs quelconques inégaux, il faut diviser

Op, =27-1,1.3.5. ... (20n—=13),
par le produit des factorielles

2! Byl ...

Ezemple II. — De combien de maniéres peut-on remplacer le produit
de n facteurs par des produits de deux facteurs dans le cas de n pair,
et par des produits de deux facteurs ct d’un seul, dans le cas de n impair?

Ezemple III. — De combien de maniéres peut-on décomposer un pro-
duit de 3n facteurs en n produits de trois facteurs?

On trouve
(3n)!
Ghy.nt’

45. Arrangements simples. — Les arrangements simples de
p objets distincts, pris ¢ a ¢, sont les manic¢res de disposer en ligne
droite ¢ de ces objets, de telle sorte que deux dispositions différent
soit par le choiz, soit par I'ordre des objets.

En désignant leur nombre par Af, on déduit ces arrangements
des arrangements A%, en écrivant successivement & la suite de
ces derniers les (p — ¢ + 1) lettres qui n'y entrent pas

: Al=(p—q+n ALY
par suite,
Aj=p(p—1(p—2)... (p—q+0):
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Ainsi, le nombre des arrangements simples de p objets, pris
q @ q, est le produit des g nombres entiers décroissants a par-
tir de p.

Si p = g, on retrouve les permutations; si p << ¢.ona Af==o,
conformément i la définition.

Si I'on exprime, de deux maniéres différentes, le nombre de fois
qu’une lettre a entre dans le tableau des arrangements & une place
déterminée, a la premiére par exemple, on a encore la formule
de récurrence

Al =pAl-L.

Exemple I. — Former les arrangements simples de p lettres, prises ¢ a
g, cn suivant Pordre alphabétique.

Connaissant un arrangement simple, trouver son rang dans le tableau.

Inversement, écrire un arrangement simple de rang donné.

Exemple II. — Trouver la somme de tous les nombres du systéme dé-
cimal qui n'ont pas plus de cinq chiffres, et formés sculement des chiffres
0, 1, 2, 3, 4, les chiffres ne pouvant étre répétés.

Exemple III. — Décomposer le tableau des arrangements simples de
p lettres, prises ¢ & g, d'aprés la considération d'une lettre a.

Exzemple IV. — Décomposcer le tableau des arrangements simples de
p lettres, prises ¢ a4 ¢, d'aprés la considération de deux lettres @ et &.

46. Arrangements complets. — Les arrangements complets de
p objets, pris ¢ 4 ¢, sonl lcs maniéres de disposer en ligne droite
q de ces objets, ces objets pouvant étre répétés jusqu'a g fois,
mais de telle sorte que deux dispositions différent soit par le choixz,
soit par 'ordre de ces objets.

En désignant leur nombre par BY, on a

Bl=pBI™' ot Bf=pr

Ainsi, le nombre des arrangements complets de p objets, pris
q a q, est le produit de q nombres égaux a p. .

Si I'on écrit tous les nombres du systéme de base p jusqu’a
q chiffres, en complétant par des zéros a la gauche tous ceux quiont
moins de g chiffres, et en commengant par o0oo. . .0, on forme les
arrangements complets de p chiffres pris ¢ a q.

Ezemple I. — Connaissant un arrangement complet de p chiffres pris
q a g, trouver son rang et inverscment.

~Q
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Ezxemple II. — Trouver la somme de tous les nombres du systéme dé-
cimal qui n’ont pas plus de ¢ chiffres.

Ezxemple III. — Décomposer le tableau des arrangements complets de
P lettres, prises ¢ & ¢, d’aprés la considération d'une lettrea.

Ezemple IV. — Décomposer le tableau des arrangements complets de
P lettres, prises g a g, d’aprés la considération de deux lettres a et b.

47. Combinaisons simples. — Les combinaisons simples de
p objets, pris ¢ 4 ¢, sont les groupes que I'on peut former avec ¢ de
ces objets, de telle sorte que deux groupes différent par le choix
et non par I'ordre des objets. Ainsi

les Permutations Pg4 ne différent que par I'ordre,
les Combinaisons C} » » le choix,
les Arrangements A}, différent par I'ordre ou par le choix.

On a la formule
AL=P,.CI,
et, par suite,

cr— P—=1...(p—g+1),
P 1.2.3...q

Ainsi, le nombre des combinaisons simples de p objets, pris q
a q, est le produit des g nombres entiers décroissants a partir de
P, divisé par le produit des q premiers nombres.

On peut encore écrire

1
Cl= —~L
P et —gq)!

A toute combinaison Cf en correspond une autre, complémen-
taire.

Si I'on suppose que les objets sont des lettres que I'on peut ran-
ger danschaque combinaison, suivant 'ordre alphabétique, etsil’on
observe que le tableau des combinaisons est symétrique par rapport
a toutes les lettres qui y entrent, on voit que

— P17
=Cc5.

le nombre des lettres du tableau est........... qCl;
le nombre de fois que a s’y trouve est......... %C;’,;
le nombre des combinaisons contenant a est... CZI}.

On a donc la formule
gCl=pCL_};

d’ou I'on déduit encore I'expression de Cz.
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Enfin on a la formaule

€¢I =p—7—1 L. AP 2

que 'on démontre en ajoatant a clua'n’}e des combinaisons du

tableaa 7, chacane des« p — 7 — 1’ lettres qui n’y entrent pas

et en obsersant que [on reproduit ainsi g fois le tableau CI.

Ezrempls I. — De combien de maniéres peut-oa appliquer quatre, au
plas. des sept couleurs du spectre solaire. sur les faces d'un tétraédre
rézalier?

Poar quatre coaleurs distimctes....... 2C: ou 7o
»  trois > | T 3C! » 103

B delll » 2 e eeeaee 3C§ 2 63

2 sne ) } eieeean C} . 7
En tomt......cocoonen.. a;

Ezxemple 1I. — Démontrer directement que le nombre de toutes les
combinaisons possibies de p lettres est ézal 3 22 — 1. — En effet. prenoas, par
exemple. quatre lettres a. 8. ¢, d: formons toutes les combinaisons pos—
sibles de ces quatre lettres; ajoutons-y Funité: nous formons le tableau
de gauche, doat le nombre des combinaisons est. en comptant 1, égal a 2.
Ajoutons ane lettre e. nous formoas le tablean de druite. Ainsi le nombre
des combinaisons possibles de cing lettres est le double de celui de quatre
lettres, et ainsi de suite.

Fig. 31.

1, e.
a. b, c. d, . ae, be, ce. de.

ab, ac, ad, be. bd. cd. abe. ace, ade, bee. bde, cde.
abe. abd, acd, bed. abce. abde, acde, bede,
abed. . abede.

Combinaisons de quatre et de cinq lettres.

On peut donner une autre démonstration fondée sur la considération du
systéme de la numération binaire. Sil'on considére les unités des différents
ordres jusqu'au n®™ comme des objets différents, tous les nombres du sys-
téme binaire ayant n chiffres au plus représentent. aprés suppression du
zéro, toutes les combinaisons de n objets pris un a un. deux a deux, ....
jusqu’a n, c’est-a-dire tous les nombres qui ont 1. 2. 3, ..., chiffres signi-
ficatifs dans le systéme binaire. Le nombre total des combinaisons est donc
égal au nombre du systéme binaire formé par n fois le chiffre 1 ou 27 — .
Le Jekim, boulier chinois de Fo—cHI, est une représentation sensible de
cette démonstration.
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De méme, le nombre de toutes les combinaisons de n objets distincts
pris un a un, deux a deux, trois a trois, ..., en supposant que chaque ob-
jet puisse étre pris deux fois, est égal & 37— 1, comme cela résulte de la
considération du systéme de la numération ternaire, ou du boulier corres-
pondant. Et ainsi de suite.

Ezemple III. — De combien de maniéres peut-on décomposer le produit
N = abe...l, de n facteurs, en un produit de deux facteurs?

C’est la moitié du nombre des combinaisons de n objets pris un a un,
deux a deux, ..., n a n, ou 271, en comptant le produit 1.N, et en con-
sidérant comme une seule maniére le produit pg et le produit gp.

Ezemple 1V. — Les combinaisons du tableau CJ étant rangées suivant
I'ordre alphabétique, trouver le rang d’une combinaison donnée. Inverse-
meat, écrire la combinaison de rang donné. :

Ezemple V. — Méme question pour le tableau alphabétique de toutes

"les combinaisons possibles de¢ p lettres, chacune d’elles ne pouvant étre
prise plus d'une fois.

48. Addition des combinaisons simples. — On a la formule
) €l =Ci, +Ci!,

qui correspond a la loi de formation du triangle arithmétique, et,
puisque les deux premiéres lignes du tableau des nombres de com-
binaisons et du triangle sont les mémes, on en déduit que les
tableaux sont identiques.

Ezemple I. — Vérifier la formule (1) par I'expression de GJ.
Ezemple II. — Décomposer le tableau G} par la considération de deus
lettres a et b.

Combinaisons ne contenant ni @ ni b......... C;’,_,
Combinaisons contenant « et non b.......... C;’,Z}
» » betnona........ . cpd

. » » actdb.............. C;’,::;

vn a donc la formule
Cl=Cj_y+2Cf} +Ci2,
que I'on peut vérifier par I'expression de GJ ou déduire de la formule (1),

par l'addition des égalités

-1 -1
C-y =Gy +CIy,

cii=  ClL+C
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Exemple II, — Décomposer le tableau des combinaisons CJ par la con-
sidération de trois letires a, b, c.

Combinaisons ne contenant aucune des trois lettres. . ... oo -Gl
» contenant une des trois lettres.............. (oF Yoy
» » deux des trois lettres............. C3C}}
v » les trois lettres.................. . ciars.

On a donc la formule
Cj=CJ]_, +3CJ-3 +3CJ 3 + Cj_3.
On trouve, par induction, la formule suivante
C)=CJ_,+CrCIZL+C2CI} +...+ CLCIT,
ou, sous la forme symboligue,
(1) Cles CIL(C+ 1)y

en considérant les indices supérieurs comme des exposants. On peut
démontrer directement cette formule par la considération de r lettres dé-
terminées, ou la vérifier a posteriori. (Voir un de nos articles dans la
Nouvelle Correspondance mathématique, t. 11, p. 70.

Exemple IV. — Si I'on désigne par a, le nombre des arrangements
simples de a lettres prises p a4 p, on a la formule

P

(a+ b)P= a,—+ -I— ap_,b,—+- —’i,::—l)

a,,_,b,+. co bp,

que I'on appelle formule du binéme des factorielles de VANDERMONDE.

En effet, (a + &), est le nombre des arrangements simples de (a + &)
lettres prises p a p; si 'on partage ces lettres en deux groupes, I'un de
a lettres, I'autre de b lettres, ces arrangements pourront se diviser en diffé-
rentes classes

1° Arrangements ne contenant que des lettres du premier groupe;

2° » contenant (p — 1)lettres du premier groupe et 1 du second;
- 3e » » (p—2) » 2 »
i° » » (p—3) » 3 » ;

Cherchons combien il y a d’arrangements de la (g + 1) classe. Nous
commencgons par former les arrangements des a lettres du premier groupe
prises (p — q) & (p — ¢); dans ces arrangements, on introduira g lettres
du second groupe et I'on variera leur ordre de teutes les maniéres possibles,
sans changer I'ordre des premiéres, ce qui peut se faire de p, maniéres, et
I'on obtiendra ainsi pga,—4 arrangements distincts de (a + b) lettres
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prises ¢ a q. Enfin, comme il y a % maniéres de prendre ¢ lettres du

second groupe, le nombre des arrangements distincts de la classe de rang
(g +1)est

Pq V]
a!a,,_,,b,, ou Clapy ,b4.

En faisant varier ¢ de o a p et faisant la somme, on trouve la formule
donnée.

Silon remplace les arrangements simples par les arrangements complets,
on retrouve la formule du bindme (n° 40).

49. Combinaisons complétes. — Les combinaisons complétes
(ou avec répétition) de p objets, pris q a g, sont les groupes que I'on
peut former avec ¢ de ces objets, ces objets pouvant étre pris jus-
qu’a q fois, de telle sorte que deux groupes différent par le choix
et non par l'ordre des objets.

Si l'on désigne par D7 le nombre des combinaisons complétes,
ona:

Nombre des lettres du Tableau DJ............ q D}
Nombre de fois que a sc¢ trouve dans DJ....... % D}
Nombre des combinaisons contenant a......... Dyt
Nombre de fois que @ se trouve dans D™ ..... -2t D}!

Par suite,
gDf=(p+q—1)D}",
d’ou I'on déduit
D,,=p(p+|)...(p+q—|')'
4 q |

Ainsi, le nombre des combinaisons complétes de p objets, pris
qaq, estle produitdes g nombres entiers croissants a partir de
P, divisé par le produit des q premiers nombres.

En renversant P'ordre des facteurs du numérateur de DZ, on a

7 _ o7 .
D} = Cp+q—| ’

ainsi, le nombre des combinaisons complétes de p objets, pris q
aq, est égal au nombre des combinaisons simples de(p + q — 1)
objets, pris q a q. On peut démontrer directement ce résultat de la
maniére suivante. Désignons par

dy, dy, dy, .... dp,
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Exemple IIl. — Décomposer le tableau D7 par la considération de
trois lettres a, b, c.

Combinaisons ne contenant aucune des trois lettres . .. D_,
» contenant une des trois lettres.......... CiDJ=;
» » deux des trois lettres......... C3iDj%
» » les trois lettres.......... ..... C3D4?

On a donc la formule
-1 - -3
D} =D}_,+3D]Z;+3D}_} + D] ~°.
On trouve, par induction, la formule suivante
-1 —2 q-r
D}=D}_,+ CLD}_}, + C:D}2} ,+ ... +- D"

On peut démontrer directement cette formule par la considération de »
lettres déterminées, ou la vérifier a posteriori.

Si I'on exprime les combinaisons complétes au moyen des combinaisons
simples, on trouve une formule qui ne différe pas sensiblement de la for-
mule (1) du n° 48 (Ex. III).

51. Les inversions. — Il y a inversion ou dérangement dans une
permutation de nombres, inégaux deux a deux, écrits sur une ligne
horizontale, toutes les fois qu'un nombre se trouve placé a la gauche
d’un nombre plus petit.

Pour compter le nombre des inversions, on peut procéder de
deux maniéres différentes, soit en comptant pour chaque terme le
nombre des termes qui sont a la droite plus petits que lui, soit en
comptant pour chaque terme le nombre de ceux qui sont & la gauche
plus grands que lui, et en faisant le total pour tous les termes dans
I'un ou l'autre cas.

On divise les permutations de n nombres en deux classes, sui-
vant que le nombre des inversions est pair ou impair. Les deux
classes sont également nombreuses. ‘

L'’échange de deux éléments quelconques d'une permutation
change la classe de la permutation. Plus généralement, un nombre
pair d’échanges d’éléments quelconques d’une permutation n’en
modifie pas la classe; un nombre impair d’échanges produit sur la
permutation primitive un changement de classe. (Bézour. )

Ezemple I. — Déterminer le nombre total D, des inversions dans le
tableau des P, permutations de n éléments. Ecrivons d’abord (n + 1) fois
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le tableau P,, nous obtenons ainsi (n+1)D, dérangements. Plagons
maintenant le (n + 1) élément a la dcrniére place, a I'avant-derniére,

-+, 4 la seconde place, a la premiére dans chacun des tableaux; nous pro -
duisons successivement pour chaque permutation

o, I, 2, «.., (n—1), n

nouveaux dérangements ¢t nous avons construit le tableau des P, per-
mutations de (n + 1) ¢léments. On a donc

n(n+1
Dpsr=(n +1) Dot —(—2—’ Pa.
Posons D, = P,Q,, il vient
n
Qn+1=Qp+ ;;
remplacons successivement n par 1, 2, 3, ..., (n —1), et faisons la somme

des égalités obtenues ; nous trouvons

Q" = ’ﬂli__'.) et . Dn =% P,, C,’,

On vérifie immédiatement ce résultat en observant que le nombre total
des inversions d'unc permutation et de¢ la permutation renversée est égal
au nombre C} des combinaisons de n ¢léments pris deux a deux.

Exemple II. — Le nombre total des inversions contenues dans les per-
mutations circulaires de n éléments est 1 (n —1) n(n +1).

52. Les cycles. — On peut encore déterminer la classe d’une per-
mutation par la méthode plus expéditive des cycles, due & Cauvcny.
Considérons une permutation quelconque de quinze nombres, et
plagons au-dessus de chacun de ses termes les nombres entiers

suivant 'ordre ordinaire
1,2, 3,4,5, 6,7, 8, 9,10, 11, 12,13, 14, 15;

8,6, 12, 1, 5, 14, 2, 11, 13, 15, 4, 9, 3,10, 7.

Au-dessous de 1 se trouve 8; au-dessous de 8 se trouve 11; au-
dessous de 11 se trouve 4; au-dessous de 4 se trouve 1. On forme

ainsi le premier cycle
L 8, 11, 4.

En partant du nombre 2, on forme un deuxiéme cycle

2, 6, 14, 10, 15, 7.
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En partant du nombre 3, qui ne figure pas dans les deux cycles
précédents, on forme un troisiéme cycle

3, 12, 9, 13;

enfin il reste le cycle formé par un seul nombre, 5.

Cela posé, I'échange de deux éléments augmente ou diminue, de
1, le nombre des cycles de la permutation, suivant que les éléments
échangés appartiennent au méme cycle ou a des cycles différents.
On en déduit que deux permutations appartiennent 4 une méme
classe ou a des classes différentes suivant que les nombres de leurs
cycles sont ou ne sont pas de méme parité.

Pour déterminer la classe, on remarquera que la permutation
suivant I'ordre naturel contient un nombre de cycles égal au
nombre des éléments de la permutation.

La théorie des inversions et des cycles trouve son application
dans un grand nombre de questions d’Algébre; le lecteur trouvera
une interprétation intéressante de cette théorie dans le jeu du Ta-
quin (voir nos Récréations mathématiques).

Exemple I. — On appelle écart d'un élément la différence entre son
rang dans la suite naturelle et son rang dans une permutation. Démon-
trer que si l'on supprime un terme quelconque d'une permutation des
n premiers cntiers, la variation du nombre des inversions est de méme
parité que l'écart du terme. -

Ezemple II. — Aprés avoir formé le tableau C] des combinaisons
simples de p lettres, prises ¢ a ¢, on suppose que a lettres deviennent
les mémes que a; quel est le nombre des combinaisons différentes?

Les combinaisons qui contiennent r fois a sont en nombre

cI=,
et il faut faire la somme de ces expressions de r =o a r=a.

Ezemple III. — On forme le tablcau des arrangements simples A} de
p lettres prises ¢ 4 ¢; on suppose cnsuite que a lettres sont les mémes
que @; combien y a-t-il d’arrangements différents? )

Les arrangements qui contiennent r fois @ correspondent, en retirant
cette lettre, a une combinaison CZ:;; introduisons r fois a dans cette

combinaison et permutons les lettres de toutes les manicres possibles :
nous obtenons des arrangements différents en nombre

‘]_lc”"

ri P
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et il faut ensuite faire la somme de ces expressions de r =oa r=a, en
supposant o! =1.
Ezemple IV. — Parmi toutes les permutations de g lettres, combien y en
a-t-il qui contiennent une, deux, trois, ..., lettres a des rangs désignés.
Ezemple V. — On a la formule

n
nC} +(rn—1)C3~ 1 Cy +~(n -2)C3-2C} +...=p':_q A

" En effet, soient p objets d’une premiére espéce et ¢ d'une seconde.
SiI'on forme toutes les combinaisons de ces (p + ¢) objets, pris n a n, et que
dans chacune d’elles on mette successivement & la premiére place chacun
des objets qui s’y trouvent, sans s'occuper de I'ordre des autres, le nombre
des dispositions obtenues sera nCp,q.

Ces disposilions peuvent se partager en deux classes: celles qui commen-
cent par un des p objets de la premiére espéce et celles qui commencent
par un des ¢ objets de la scconde espéce. Le nombre des groupes de la pre-
miére classe est précisément le premier membre de la formule a démontrer,

. ¢t, comme chacun des objets se trouve au premiecr rang le méme nombre
de fois, le rapport du nombre des dispositions de la premiére classe au

nombre total des dispositions est égal a L (H. LAURENT.)
P+q

E.L. — L 6
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CHAPITRE VII.

LA GEOMETRIE DE SITUATION.

Nous placerons ici quelques considérations générales sur plu-
sieurs problémes de la Géométrie de situation; ces problémes se
rapportent directement a I'Arithmétique, car leur solution dépend
de la théorie des combinaisons.

LES ECHIQUIERS ARITHMETIQUES.

Nous avons montré, au Chapitre VI, I'emploi de I'échiquier,
pour la solution de divers problémes d’Arithmétique; nous don-
nerons encore, dans ce Chapitre et dans les suivants, quelques
autres exemples qui permettent de simplifier et de généraliser les
méthodes de solution de problémes célébres, dont la difficulté avait
été signalée par EuLEr; nous citerons, en particulier, le probléme
des rencontres et celui de la décomposition d’un polygone en
triangles, par des diagonales.

Tout échiquier arithmétique est un tableau, fini ou indéfini, de
nombres placés dans les cases de carrés égaux et contigus : ces
termes s¢ déduisent les uns des autres d’aprés une loi de forma-
tionspéciale, linéaire, permanente danstoute I’étendue du tableau ;
les conditions initiales peuvent étre arbitraires; mais, en général,
on suppose connus tous les termes d’une colonne verticale et
ceux d’une demi-rangée horizontale ou diagonale. Ainsi, tout
tableau de sommeset de différences est un échiquier arithmétique;
d’ailleurs on a immédiatement cette propriété fondamentale : Si
plusieurs échiquiers ontla méme loi de formation, il en est de méme
pour I'échiquier obtenu en superposant les échiquiers donnés,
aprés avoir multiplié tous les termes d’un méme échiquier, par
un nombre quelconque, positif ou négatif.
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83. Le carré arithmétique. — Il est défini par une colonne et °
par une demi-rangée d'unités; on forme un terme quelconque
par I'addition de celui qui le précede et de celui qui le surmonte.

Fig. 32.

I 11 1 1 1 I
3 4 5 6 7 8
6 10 15 a1 a8 36
10 20 35 56 84 120
‘15 35 70 126 210 330
21 56 126 252 462 792
28 84 210 462 924 1716
36 120 330 792 1716 3432

—
I D v & W N

Carré arithmétique de Fermat.

Si I'on désigne par F] le terme contenu dans la (x + 1)iéme
ligne et dans la (y + 1)"*™¢ colonne, on a par définition

F% = F{ ' +FL,.

On forme ainsi le triangle arithmétique de Pascar, dans une
disposition spéciale plus symétrique et plus commode pour la
suite des calculs; d’ailleurs la loi de formation nous montre que
tout terme FZ du tableau est le nombre de maniéres de se rendre
de la case (0,0) a la case (z, y), comme dans la marche de la tour
au jeu des échecs, par déplacements d’un scul pas dans les deux
sens | et —. Si I'on désigne les deux sens par a et b, a chacun des
déplacements indiqués correspond une permutation avec répéti-
tion de z lettres a et de y lettres b, et inversement. On a-donc

| (x+y)!
Fi= Gt = ST = Gl = TS

Le carré arithmétique ne difféere pas du Tableau des nombres
figurés, qui a été étudié par Fenmar (n° 38); mais la méthode de
calcul pour obtenir I'expression d’un terme quelconque du Ta-
bleau, en ne passant que par les permutations avec répétition de
deux éléments, est beaucoup plus simple que la méthode anté-
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rieure de Ferumar, pour le calcul des nombres figurés et des combi-

paisons.

B4. Echiquier triangulaire. — Il a été considéré par M. Deran-
noy et appliqué 4 la solution de problémes difficiles sur le Calcul
des probabilités (*). Dédoublons le carré arithmétique, changeons
tous les signes du carré supérieur et transportons-le sur 'autre, de
telle sorte que la paralléle au-dessous de la diagonale < vienne
coincider avec la paralléle située au-dessus; nous obtenons alors
une transversale formée de zéros, et en nous bornant & la partie
commune des deux échiquiers qui est située au-dessous de cette
ligne, nous avons le Tableau (fig. 33)

Fig. 33.

T y

1 0

11 0

1 2 2 0

1 3 5 5 0

1 4 9 14 14 O

1 5 14 28 42 42 0

1 6 20 48 9o 132 132 O

1 7 27 75 165 297 429 429 O

x
Echiquier triangulaire de Delannoy.

La loi de formation de I'échiquier est semblable a celle du carré
arithmétique; chacun des termes du Tableau représente le nombre
de maniéres de se rendre de la premiére case, par déplacements
successifs d’un seul pas, dansles deux sens | et —, mais sans tra-
verser la diagonale, c’est-a-dire de telle sorte qu'a un instant quel-
conque le nombre des pas horizontaux ne dépasse jamais le
nombre des pas verticaux.

En désignant par T le terme de la (x + 1)¥¥™ ligne et de la
(¥ +1)¥=¢ colonne, on a, par définition,

+1
T = FX— Fl,

(1) H. DELANNOY, Emploi de Uéchiquier pour la solution de problémes
arithmetiques. Congrés de Nancy, Paris et Limoges. — Sur la durée du jeu
(Bulletin de la Societé mathématigue, t. XVI).
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et, par suite,

T—y+1
Te=—7— Chen

Pour les nombres de la diagonale,

T — ,___'__ X
TE= 7 Gas
Si I'on continue le Tableau au-dessus de la ligne des zéros, on
voit immédiatement que les termes symétriquement placés par
rapport a cette ligne sont égaux et de signes contraires.

REMARQUE. — On voit encore que les termes du Tableau, renfermés dans
P’angle z Ty, et situés sur unc méme paralléle aladiagonale ~r, sont respec-
tivement les coefficients du développement de

(1—3z)(1+ 3)m,

Le carré arithmétique posséde de nombreuses propriétés qu'il est facile
de déduire de celles que nous avons établies aux n** 4 et 10.On les trouve
reproduites dans les fig. 34 et 35; par suite, les mémes propriétés s’ap-

Fig. 34.

pliqueront a I'échiquier triangulaire supposé prolongé indéfiniment, en
remplacant T% dans les formules, en fonction des combinaisons. On par-

Fig. 35.

.

vient ainsi & de nombreuses relations; on en obtient d’autres, en appli-
quant aux coefficients de (1 — 3) (1+ z)# le procédé de démonstration
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que nous avons indiqué au n° 74. Ainsi I'on peut trouver facilement, pour
I'échiquier triangulaire restreint, la somme de termes consécutifs d’'une
ligne ou d'une colonne, la somme alternée de termes consécutifs d’une
paralléle 4 la diagonale ascendante, ou la somme des carrés de tous les
termes d’une telle ligne.

Ezemple I. — Déterminer le nombre des permutations avec répétition
de z lettres a et de y lettres b qui commencent par a ou par b.

On trouve respectivement

—1
Cliy—y et CXi5y.

Exemple II. — Parmi les permutations qui commencent par a, déter-
miner le nombre de celles qui sont telles qu'en s’arrétant a une lettre quel-
conque, le nombre des b ne soit jamais supérieur a celui des a.

z— . .
On trouve T_, = punb 4 CX4y—y: par suite, le nombre des permu-

P
tations commengant par a, qui possédent la propriété opposée, est
L Cliyn.

Ezemple III (Probléme des deux files de soldats). — De combien de
maniéres peut-on disposer des nombres tous différents sur deux rangées
paralléles, de telle sorte que les nombres aillent toujours en croissant, de
gauche a droite, et de haut en bas.

Supposons d'abord n =12 et qu'il s’agisse de placer les nombres sur

PP q p
deux rangées égales, conformément aux conditions de ’énoncé. Considé-

rons une des marches, par déplacements | et — sur I'échiquier triangu-
laire de 6, pour se rendre de o sur le coin opposé en diagonale. Si I'on écrit

‘Fig. 36.

Les files de soldats.

successivement les nombres 1,2, 3, ..., en passant de I'autre cdté de la
ligne, toutes les fois qu’elle se brise, et si 'on écrit sur deux rangs les
nombres situés de part et d'autre, on forme le Tableau

1 2, 4 7, 9, 1o,
3, 5, 6, 8 11, 13,
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qui remplit les conditions de I'énoncé. Inversement, toute disposition sur
deux rangées, conforme aux conditions de I'énoncé, conduit & une marche
sur I'échiquier triangulaire. Ainsi, le nombre des files égales, pour 2n
I

Cin.
n+1 "
Exemple IV. — Si I'on remplace T} par ¢,, on a la formule

1

nombres donnés, a pour expression Tj; =

tary=tlolpn+ lilp_y+...+lu_ bty + Lplo.

En effet, si on considére I'échiquier triangulairec ayant aoan+y pour
hypoténuse, ¢4y désigne le nombre des marches par pas | et — pour
aller de @y & ap+y. Le nombre de celles qui passent par ap,, sans passer
par ay, ay, ..., @p—y, cst évidemment égal au nombre des marches de b,
a bp—p, multiplié par lec nombre des marches de @a,—p & @n4y, C'est-a-dire
Atp_ptp. En faisant p =1, 2, ..., n, ct cn sommant, on obtient la formule
demandée.

Fig. 37.
ay
b, «a,
by ay
by a3
b, a,
b; a;

Ezemple V. — Démontrer la formule
tusy—Cltna+Ci_tp3— ... = 0.

Exemple VI. — Trouver la somme de tous les termes contenus dans
les = premicres lignes et les y premiéres colonnes du carré arithmétique.

Exemple VII. — Si 'on remplace, pour abréger, F = C}, par g,, ct si
I'on suppose go=1, on a la formule

qoqn+ qign-1-+ oo + Qun-1Gq1-+ Gnqo= 21".

Cette formule se démontre, comme a 'Exemple IV, en classant les
marches de la tour qui joignent 'origine a toutes les cases d'une paralléle
a la diagonale ascendante 7, d’aprés le nombre de celles qui vont de I'ori-
gine A a, ct qui passent par ap, sans passer par ay, s, ..., a@p-1 ( fg. 37).

Ezxemple VIII. — Démontrer que la somme alternée

Goqn—q19n -1+ g2 qn-2— oo +(—1)2qnqo

est nulle pour » impair, et égale a 27q, pour n pair égal a 2v.
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ou (2) représente le terme d’un échiquier pentagonal, soumis a la
loi de formation du carré arithmétique. Et I'on sait qu'il en est de
méme dans la superposition d’échiquiers soumis a cette méme
loi. c. Q. F. D.

La considération de I’échiquier hexagonal de M. DELANNoY permet de
résoudre immédiatement le probléme suivant sur le jeu de dames. Une so-
lution beaucoup moins simple a été donnée dans un intéressant Mémoire,
par M. D. ANpRE (Bulletin de la Soc. math., t. VII, p. 43).

Exzemple I. — Sur un damier présentant une largeur donnée de cases
et une hauteur indéfinie, par combien de chemins un pion qui nerecule
jamais et qui part d'une case donnée peut-il arriver & une autre case
donnée?

Le déplacement du pion, au jeu de dames, se fait par pas successifs, dans
les deux sens 4« ~x, sur des cases de méme couleur, tandis que les bords

du damier zz' et yy' sont paralléles a la dircction |. Soit M la position

Fig. fo.

' ’

z Ve

du pion sur le bord supérieur du damier, de telle sorte que M et My con-
ticnnent respectivement a et b cases. Sil'on fait tourner le damier d’un
demi-quart de tour dans le sens opposé aux aiguilles d’'une montre, les
déplacements du pion deviennent paralléles aux directions | et —, c'est-
d-dire paralléles 2 ceux d’une tour, tandis que les bords verticaux zz’
et yy' deviennent paralléles a la diagonale ~a.. On est ainsi ramené a la con-
sidération de I'hexagone arithmétique. ( Voir n° 6, Exemple II1.)

LES POLYGONES.

57. Décomposition des polygones convexes. — Il s’agit de trou-
ver toutes les maniéres de décomposer un polygone convexe en
triangles au moyen de diagonales qui ne se rencontrent pas dans
intérieur du polygone. On observera d’abord que le nombre des
diagonales d’un polygone convexe est égal & $n(n — 3), puis-
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mais on suppose & I'avance que les cases de deux transversales
paralléles a la diagonale descendante  sont garnies de zéros.

Fig. 39.
H - y
[ T B
1 23 4 4 O
1 3 6 10 14 1§ O
03 9 19 3 47 47°0
0 9 28 61 108 155 155
0 28 89 197 352 507

z
Hexagone arithmétique de Delannoy.

Ainsi la fig. 39 représente I'hexagone arithmétique poura =3
et b =4, en désignant par a I'abscisse du zéro de la premiére co-
lonne et par b I'ordonnée du zéro de la premiére ligne. Un terme
quelconque H7, de I'hexagone est la somme de I'une ou I'autre des
suites de différences ‘

— —h(a+b)-b
(1) (—1)h [C;ég(«ub) - C§+y(a+ ' ])
ou

y—/ b, —h: —
(2) (—1)h [C.’z:-v-;'(m’ — C§+§.a+b) b]s

pour toutes les valeurs o, 1, 2, 3, ..., h de & qui ne rendent pas
négatifs les indices supérieurs. En effet, on voit d’abord que ces
deux sommes sont les mémes; car chacun des premiers lermes
d’une différence quelconque de la premiére suite est égal au der-
nier terme de la différence de rang précédent dans la seconde
suite. On voit ensuite que, pour £ =y — b, c’est-d-dire pour tous
les nombres situés sur la paralléle supérieure  la diagonale, au-
dessus, on a H] = o, car toutes les différences (1) s’annulent; de
méme, pour y =z — a, c’est-a-dire pour tous les nombres situés
sur la parall¢le au-dessous de la diagonale, on a encore H.=o,
car toutes les différences (2) s’annulent. En outre, sur les axes Hx
etHy, pourz = o et y < bou pour y = o et r < a, chaque terme
de I'une ou l'autre des expressions précédentes donne Hl=1.
D'ailleurs, toute différence donnée par I'une des expressions (1)
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supprime le triangle AKL, il reste un polygone de (z + 2) cétés
divisé en x triangles; mais, du sommet A, il ne part plus que
(z — y —1) diagonales, puisque AK devient un cété.

Dans le second cas, si une ou plusieurs diagonales aboutissent
en L, la diagonale AK n’est pas tracée, et si I'on considére le
faisceau des diagonales tracées du point L, on peut faire glisser
son sommet le long de LK jusqu’en K; mais I’'une des diagonales
du faisceau vient coincider, soit sur le c6té KH, soit sur une autre
diagonale tirée de K; on remplace alors la diagonale supprimée
par AK, et 'on oblient ainsi une décomposition d’un polygone
de (.r + 3) cdlés, mais avec une diagonale en plus aboutissant au
sommet A. En faisant 'opération inverse, on démontre I'exactitude
de la formule de récurrence et, par suite, celle de la formule précé-
dente.

Ainsi, le nombre des décompositions d’un polygone de (x + 3)
c6tés par x diagonales, et telles que (x — y) diagonales abou-
tissent @ un sommet désigné, est égal a
(1) P::; = “E‘;_{—‘T—l T+y*

Pour obtenir le total P,y de toutes les décompositions d’un
polygone de (n + 2) cétés en triangles, il suffit de prendre la
somme de tous les termes de la ligne correspondante de I'échi-
quier triangulaire; mais cette somme est égale au nombre placé
immédiatement au-dessous du dernier terme considéré. On a donc

1 (2n)! nl.3.5...(2n—l).

(2)  Pan= ot Ca= G =2 )

Au licu de tracer (n — 3) diagonales d’un polygone de n cotés,
pour le décomposer, on peut en tracer une de moins, et la dé-
composition contient un quadrilatére. En suivant notre méthode,
on peut construire le tableau des décompositions par la considé-
ration d’un sommect désigné. On peut aussi tracer deux diago-
nales de moins, et chaque décomposition contiendra deux quadri-
latéres ou un pentagone, et ainsi de suite. On arrive ainsi 4 de
nombreuses formules que nous laissons au lecteur le soin d’éta-
blir. En prenant, dans chaque cas, le total des solutions pour un
polygone‘de n cOtés, on parvient i la démonstration de ce théo-
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réme, énoncé par Prouner sous une forme peu différente (Nous.
Ann. de Math., 2° série, L. V, p. 384).

Le nombre X2 des maniéres de décomposer un poly gone con-
vexe de n cétés, en (d + 1) parties, au moyen de d diagonales
qui ne se coupent pas a Uintérieur du polygone, est

1
d—+1

Xi= C3-, D3

Les lettres C et D désignent respectivement des combinaisons
simples et des combinaisons complétes. En remplacant n par
(n+2) et d par (n — 1), on retrouve la formule (2). D’ailleurs,
on peut encore étudier le cas ou I'on trace, dans un polygone de n
cotés, plus de (n — 3) diagonales, avec certaines conditions d'in-
tersection.

Remarque. — En résumé, les probléemes suivants : Décompo-
sition d’un polygone en triangles. — Les deux files de soldats.
— Permutations figurées qui coincident avec elles-mémes en
Jaisant tourner Uéchiquier d’un quart de tour. — Permuta-
tions figurées symétriques par rapport a une diagonale et
n'ayant aucune tour sur cette diagonale. — Maniéres d’effec-
tuer le produit de facteurs inégaux. — Déplacements de la
tour sur U'échiquier triangulaire. — Permutations avec répé-
tition de deux lettres. — Marches du pion au jeu de dames,
et d’autres, que nous traiterons plus lard, tels que Les fractions
étagées. — Lescrutin de ballottage, reviennent I'un a 'autre, tant
il est vrai que les vérités mathématiques de 'ordre arithmétique
sont peu nombreuses; souvent des vérités qui paraissent distinctes
et éloignées I'une de I'autre ne différent que par la forme exté-
rieure et, en quelque sorte, par le vétement qui les couvre.

Ezxemple I. — Le nombre des points d’intersection des diagonales d’un
polygone de r cotés, a l'intéricur de ce polygone, est égal a Cj, si trois
diagonales ne concourent pas en un méme point. — En effet, le nombre de
ces points est égal au nombre C} des quadrilatéres intéricurs que I'on peut
former avec quatre des » sommets du polygone.

Ezxemple II. — Silon joint de toutes les maniéres possibles n points
d’un plan, les lignes de jonction se coupent en 3C} nouveaux points.

En effet, les cotés opposés des quadrilatéres considérés dans 'exemple
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précédent se coupent en deux autres points, distincts des sommets et du
point d’intersection des diagonales.

Autrement. — Le nombre de toutes les lignes de jonction est C}; le
nombre de toutes les lignes de jonction qui ne passent pas par deux points
désignés est C2_,: par suite, puisque chaque point d’intersection se trouve
sur deux droites, le nombre des points d'intersection de toutes les lignes,
autres que les n points donnés, est

nn--1vin—2Y(n—3)

1C31CE, = . =3C}.

Exemple I1I. — Dans un polygone convexe de n cdtés, le nombre des
points extérieurs d’intersection des diagonales est égal a

dgnon =3 —§)(n—3).

En effet, le nombre des diagonales qui ne passent pas par deux sommets
désignés est

tnin -3 ca(n—=3 +1=4r2—sn+14);

par suite, le nombre de tous les points d'intersection des diagonales, tant
i Pintérieur qu’a I'extéricur du polygone, est

tnn 3)yn*—sn-+1y);

si I'on en retranche le nombre C} des points d’intersection a I'intérieur du
polygone, on trouve la formule demandée.

cremple IV, - Auncienne méthode pour trouver le nombre des maniéres
de décomposer un polygone en triangles par des diagonales.

Soit ABC...HKL un polygone de (n +1) cotés; désignons par Pn.y le
nombre des maniéres de le décomposer en triangles. Le nombre des dé-
compositions dont fait partie le triangle ABC est évidemment P,, nombre
de décompositions du polygone AG...HKL; l¢ nombre des décompositions
dont fait partie le triangle ABD est P3P,y car le triangle BCD peut se
combiner avee chacun des Py, .y modes de décomposition relatifs au poly-
gone ADE...KL; le nombre des décompositions dont fait partie le tri-
angle ABE est Py P,_,, car chaque mode relatif au quadrilatére BCDE doit
se combiner avee chacune des décompositions du polygone AEF...KL;
et ainsi de suite. Puisque T'on obtient toutes les décompositions possibles
et chacune une scule fois, on a done

(1) l)n+| - Pn - l’; p,,_| -+ P; I‘n_g+. A o pn-|P3+ P,,.

Considérons maintenant le polygone ABC...HK de n cdtés, et exami-
nons les modes de décomposition danslesquels on emploie chacune des dia-
gonales issues du sommet A. Par un raisonnement analogue a celui qui
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précéde, on voit que pour AC le nombre des décompositions est Py P,_,;
pour AD il est égal a P, P,_,, et ainsi de suite. En répétant la méme opé-
ration pour tous les sommets, le nombre total des modes considérés sera

donc
n(P;P,‘_l-i- ngn_.’—i-- . P,,-,P;—i— P”_lp;).

On obtient de cette maniére toutes les décompositions possibles; mais
on les trouve ainsi plusieurs fois. En effet, chaque décomposition se fait au
moyen de (n — a) triangles ayant (32 — 6) cOtés et dans lesquels les n
cotés du polygone entrent chacun une seule fois; done (22 — 6) cdtés sont
formés par les diagonales, et, comme chacune de cclles-ci appartient & deux
triangles, on voit que chaque mode emploic (n — 3) diagonales. Or toute
décomposition doit évidemment se reproduire autant de fois que les (n — 3)
diagonales qui y entrent ont d’extrémités, c'est-a-dire (22 — 6) fois; ona
donc
- II(P,P,,_|+ Pkpn_g—i—. e o Pn_gpg-ﬁ- Pn_| P;).

2n—=6

Py

La comparaison des deux égalités précédentes donne

(2) Pn+|= 4";;——6 Pn;

par suite

(3) Poys= 2.6.10...(4n—2)  1.3.5...(2n—1)
n+e = - e

(n=+1)! (n+1)!

Ce probléme célébre a été posé par EuLER 4 SEGNER, qui a dounné la for-
mule (1) dans le tome VII des Novi Commentarii; la formule (2) parait
due a EvLer. Cette question a ¢té développée par LaMg, CATALAN, Robri-
GUES et BINET dans les tomes Il et IV du Jourrnal de Liouville. On a
encore la formule

Ppyi—CiPy+C3_Ppy—...=o0.

Ezemple V. — Connaissant le nombre ¢, des triangles ne contenant
qu’une seule diagonale, dans la décomposition d'un polygone de r cotés en
(n —2) triangles par (n — 3) diagonales, trouver les nombres ¢, et ¢; des
triangles contenant deux ct trois diagonales.

On a immédiatement

4+l l3=n—2,
21+ ly=n;
d’ou l'on tire
ta=n - 21,

t3=10—12.

Ainsi ¢, est au moins égal 4 2. On peut former un tableau a double
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entrée contenant les nombres des décompositions de P,, en prenant pour
coordonnées n et ¢;; on obtiendra ainsi de nouvelles formules.

Ezemple VI. — Le nombre des maniéres de décomposer un polygone de
(p —2) g+ 2 cOtés, en g polygones de p cdtés, est

(P —9)(pg =7 - ')-; (Pg—29+2)  H_M. Tirion.)

LES RESEAUX.

88. Les réseaux. — Un réseau géométrique est le systéme formé
par des points A, B, C, ..., disposés d’'une maniére quelconque
dans l'espace, et reliés entre eux par une ou plusieurs lignes,
droites ou courbes, que I'on appelle chemins. Les points A, B,
C, .... sont appelés carrefours. Un carrefour est dit pair ou im-
pair, suivant que le nombre des chemins qui y aboutissent est pair
ou impair. Un réseau est continu quand un mobile placé sur 'un
des chemins, ou sur I'un des carrefours, peut se rendre a un autre
point quelconque sans quitter les chemins. Dans son Mémoire sur
le Probléme des ponts de Konigsberg ('), EvLer a indiqué deux
théorémes qui se rapportent a ce sujet. Nous donnerons d’abord
I'énoncé et une démonstration trés simple du premier d’entre
eux.

Lorsqu’un réseau renferme des carrefours impairs, ceuz-ci
sont en nombre pair. — En effet, si 'on fait le compte de tous
les chemins qui aboutissent a chacun des carrefours, la somme de
tous les nombres obtenus est un nombre pair, puisque chaque
chemin a été compté deux fois. Cette somme étant un nombre
pair, il faut nécessairement que, parmi les nombres entiers qui l'ont
fournie, ceux qui sont impairs soient en nombre pair.

Ezxemple 1. — Calculer le nombre des sauts du cavalier des échecs
sur un échiquier rectangulaire formé de p lignes et de g colonnes.
On peut passer de 'une des (¢ — 1) premiéres colonnes a la colonne sui-

(*) EuLER, Solutio problematis ad Geometriam situs pertinentis, dans les
Mémoires de ’Académiec des Sciences de Berlin, pour 1759. Pour plus de détails,
voir nos Recrcations mathematiques, t. I, au Chapitre intitulé : Le jeu des ponts
et des files, et une Note de M. Ex. LEMOINE sur Quelques questions de Géome-
trie de position (Congrés d’Alger).
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vante par (p — 2) sauts descendants et par le méme nombre de sauts as-
cendants ; on a donc

2((p—2)(g—1)

sauts, et un nombre égal en chevauchant de la droite vers la gauche.
De méme, en passant a la ligne précédente ou a la suivante, il y a un
nombre de sauts égal au double de

2(p--1)(g —2).

Donc le nombre des sauts du cavalier sur l’échiquier rectangulaire
de pq cases, en comptant l’aller et le retour, est égal au double de

(2p—3) (2 —3)—1.

Plus généralement, si le saut du cavaher se compose de r pas dans un

sens et de s pas dans I'autre, en supposant r et s respectivement plus petits

‘- que p et g, le nombre des sauts du cavalier, en comptant 'aller et le retour,
est le double de I'expression

(2p—r—s)(2ag —r—s)—(r—s);

cependant, on doit diviser ce nombre par 2, lorsque I'un des nombres r, s
ou (r — s) est nul.

On calcule le nombre des pas du roi en considérant celui-ci comme
I'ensemble de deux cavaliers dont 'un des pas est 1 et I'autre o ou 1. On
trouve ainsi le double de

4pg—3p—3q+2.

" Sur I'échiquier de p* cases, la tour peut étre considérée comme I'en-
semble de cavaliers dont I'un des pas est nul, et dont I'autre est 'un quel-
conque des entiers plus petits que p. On trouve ainsi que le nombre des
déplacements de la tour sur I'échiquier de p? cases est le double de

p*p—1).

Sur Péchiquier de p? cases, le systéme des deur fous peut étre consi-
déré comme l'ensemble de cavaliers dont les pas égaux sont tous les
nombres entiers plus petits que p. On trouve ainsi que le nombre des
déplacements des deux fous sur I'échiquier de p? cases est le double de

3P(p—1)(2p—1).

Enfin, la reine peut étre considérée, dans son mouvement, comme
I'ensemble d’une tour et des deux fous; par suite, le nombre de ses
déplacements est le double de

sP(P—1)(5p—1).
EL —1L 7
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Exemple II. — Le nombre des maniéres de placer deux reines sur
I'échiquier de p? cases, de telle sorte qu’elles ne soient pas en prise, c’est-
d-dire qu’elles ne soient pas situées sur une méme ligne paralléle aux bords
ou aux diagonales de I'échiquier est

sP(p—1)(p—2)3p—1)

En effet, ce nombre est égal & I'excés du nombre des combinaisons des
p? cases, prises deux & deux, sur la moitié du nombre des déplacements
possibles de la reine, ou

P p—1) p(])—l)(.’ip——l).
2 3

Le méme calcul s'applique a d’autres piéces de I'échiquier, et I'on trouve
pour deuz rois
(p—0)(p —2)(p2+3p—12)

et pour deux cavaliers
L(p—1)(p*+ p*—8p-+16).

Ezemple IIl. — Le probléme des tours au jeu des échecs. — Soit un
échiquier rectangulaire de dimensions p et ¢; le probléme des r tours
consiste a placer r tours sur les pg cases de I'échiquier, mais de telle sorte
que deux quelconques d’entre elles ne soient pas situées sur une méme
ligne ou sur une méme colonne. Désignons par E, et E,_; le nombre des
solutions du probléme des » tours et des (r — 1) tours sur cet échiquier; on
a d’abord E,;= pq, et, en supposant ¢ Zp, on voit que E, est nul pour
r > q. Sil'on supprime l'une des r tours d’'une solution E,, on obtient une
solution E,_;; mais, inversement, si 'on part d’une solution E, ,, on peut
placer la 7™ tour sur I'une des

(p—r+1)(g—r-+1)
cases libres; on a donc la formule
(1) rE,.=(p—r—+1)(q--r+1)E,_;

par suite, le nombre E, est égal a I'une des quatre expressions équiva-
lentes '

(2) STApAG, ARCr, ARG, riChCY,

dans lesquelles les lettres A et G désignent respectivement des arrange-
ments et des combinaisons simples.

Supposons qu’on ait groupé les cases de I'échiquier en deux portions
absolument quelconques, continues ou discontinues, et que I'on connaisse



’

CHAPITRE VII. — LA GEOMETRIE DE SITUATION. 99

les solutions du probléme des rtours sur I'un des échiquiers partiels, pour
toutes les valeurs de r =0 & r = ¢; nous allons montrer comment on peut
obtenir les solutions des r tours sur I'autre échiquier partiel. Les solutions
du probléme des r tours sur I'échiquier de pg cases peuvent étre distri-
buées en (r + 1) classes, de telle sorte que la classe de rang (s-+1) ren-
ferme les solutions contenant (r — s) tours sur le premier échiquier par-
tiel et s tours sur le second. Nous désignerons par Ti le nombre des
solutions de cette classe; on a donc

(3) E =T+ T}+T}+...+ T}

Partons d’une solution de la classe s; il y aura (p — r) colonnes et
(g — r) lignes formant (p — r)(g — r) cases libres sur I'une desquelles on
pourra poser une nouvelle tour; on obtiendra ainsi

(p—r)(g—r)Tit

positions qui appartiendront aux solutions du probléme des (r + 1) tours sur
I’échiquier de pg cases, et respectivement a la classe de rang s ou de rang
(s +1), selon que la tour aura été ajoutée sur le premier échiquier partiel
ou sur le second. Mais, inversement, en partant d’une solution du pro-
bléme des (7 + 1) tours sur I’échiquier complet, on voit, par la suppression
de l'une quelconque d’entre elles, que les solutions de la classe s ont été

" comptées(r — s + 2) fois chacune, et que celles de la classe (s +1) ont été
comptées s fois; on a donc

(1) (p—r)g—r)Tit=(r—s+2)Til+sTi,,.

Les formules (3) et (4) permettent de résoudre le probléme des (r+1)
tours sur le second échiquier partiel, lorsque le probléme des r tours est
connu sur chacun d’eux, c’est-a-dire lorsque I'on connait les nombres

T9, T9, ..., T, e T& T& ..., TL

Soit, par exemple, I'échiquier carré de seize cases divisé en deux frag-
ments; le premier échiquier partiel est formé des cases du coin, repré-

Fig. 41.

. XX .
xX X X X
xX X X X

. xX X .

Echiquier de 16 cases.

sentées par des points (fig. 41); le second est représenté par des croix.
On a, pour le premier échiquier partiel,

T} =4, TS = a, T¢=o, T) =o;
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la formule (4) devient
(§—rpTit=(r—s+12) Tl +sThy

si I'on fait successivement

r=1, r=a, r=3,
s=1, 2, s=1, 2,3, s=1,12,3, 4,
on trouve
T} =12, T} =32, Ti=38, T!=o,
T} =38, Ti=56, Ti=4,
T} = 3a, T3 =16,
T} =4.

Considérons maintenant I'échiquier carré de 36 cases : le premier échi-

Fig. 42.
. xX X .
X X X X
.OX X X X
.X X

Echiquier de 36 cases.

quier partiel représenté par des croix est le second échiquier de la figure
précédente: on a donc

TO=12, TY = 38, T =32, T = 4.
La formule de récurrence devient
(6 —rRTi = (r—s+2)Ti +sTh,

et, si 'on fait successivement

r=1, r=a2, r=3, r=4%, r=>35,
s=1,2,l5s=1,2,3,|5s=1,234,|s5s=1,2,3,4,5,|s=1,2,3,%,),6,
on trouve
T{=124, T}=224, Ti=512, Tl=272, T!=16, Ti=o,
T3=188, T3=1280, T}=1896, Ti=512, T3i=38,
T3=576, T}=2576, T2=12016, T}= 160,
T} =652, Ti=1568, Ti= 384,
TE = 208, T§ = 160,
Té=8.
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Considérons encore I’échiquier rectangulaire de 56 cases; le premier
échiquier partiel contenant les points est équivalent au second échiquier
partiel de la figure précédente; on a donc

T9=124, T§=188, Ty=576, T{=052, T}=208, Ti=8, Ty=o.

Fig. 43.
xX X
xX X X X
X X X X X X .
X X X X X X X X
X X X X X X
X X X X
x X

Echiquier de 56 cases.
On formera le Tableau ( fig. 43)

32 632 3912 8912 678§ 1200 16
356 5568 25752 39904 17352 1152
1704 19952 63104 56672 9648

3532 28304 52152 18688

2816 13104 9648

632 1152

16

Exemple IV. — Le probléme des fous au jeu des échecs. — Il s’agit de
placer des fous sur les 64 cases de I'échiquier, de telle sorte que deux quel-
conques d’entre eux ne soient pas cn prise, c’est-a-dire ne soient pas situés
sur I'une ou l'autre des diagonales ou sur leurs paralléles. Il est évident
que les cengres des cases blanches de I'échiquier peuvent étre considérés
comme placés sur les croix de la figure précédente, et la marche du fou
devient celle de la tour. Donc, d’aprés le dernier calcul, on peut placer
sur les cases blanches de I’échiquier

L, 2 3, 4 5 6, 7
fous ct les nombres des solutions correspondantes sont
32, 356, 1704, 3532, 2816, 632, 16.

Nous désignerons respectivement ces nombres par f, en prenant pour r
I'une des valeurs de 1 a 7; d’ailleurs f,. est nul pour r > 7.
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Sur les cases blanches et noires de I’échiquier, on pourra placer jusqu a
14 fous, et si n désigne I'un des nombres entiers de 1 a 14, le nombre F,
de maniéres de placer n fous sur les 64 cases de I'échiquier est donné par

Fo=fo+fifos+SoSos+- - fas s+ Su

Pour n = 8, on trouve 22522960 solutions. ( PEROTT, Bulletin de la Soc.
math., t. XI.)

Ezemple V. — Le probléme des reines. — Ce probléme est traité
complétement jusqu'aux échiquiers de 11 cases de coté, dans nos Récréa-
tions mathématiques (t. I, 2° édition).

59. Le tracé des réseaux. — Dans le Mémoire que nous avons
cité plus haut, EvLer a encore démontré la proposition suivante :
Tout réseau continu qui ne contient que des carrefours pairs
peut étre décrit d'un seul trait formant un circuit fermé, sans
omission ni répétition, quel que soit le point de départ qui
coincide avec le point d’arrivée.

Nous démontrerons ce théoréme en méme temps que le suivant,
énoncé par CLausen dans le n® 494 des Astronomische Nachrich-
ten : Tout réseau continu ayant 2 n points impairs peut étre
décrit en n traits continus, sans omission ni répétition, et non
en un moindre nombre.

En effet, si I'on part d'un point impair A et si 'on chemine
au hasard, sans repasser sur la méme voie, on sera forcé de s’ar-
réter 4 un certain endroit. En observant que, dans cette marche,
on ne change point la parité des carrefours que l'on traverse, on
en conclut que le point d’arrét est un point impair B. En suppri-
mant le parcours AB, on obtient un réseau qui ne contient plus
que (2n — 2) carrefours impairs. Aprés n parcours analogues, il
ne peut donc rester qu'un ou plusieurs réseaux restreints dont les
carrefours sont tous pairs.

Maintenant, si l'on part d’un point quelconque M d’un réseau
restreint et si 'on chemine au hasard, sur de nouveaux chemins,
on ne se trouvera arrété qu'en revenant au point de départ apreés
avoir décrit un circuit fermé. Lorsque 1'on aura tracé un certain
nombre de ces boucles, on aura parcouru tout le réseau; mais,
puisque celui-ci est continu, ces boucles peuvent se souder les
unes sur les autres et sur les n chemins qui ont été décrits primi-
tivement. Par suite, le réseau peut étre décrit en n traits continus,
et ne peut I'étre en un moindre nombre. C. Q. F. D.
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On a encore le curieux théoréme suivant dd 2 Trémaux, ancien
éléve de I'Ecole Polytechnique : Tout réseau continu peut étre
décrit d’un seul trait, en passant deuzx fois sur tous les che-
mins, sans qu’il soit nécessaire de connaltre le plan du réseau.

Pour obtenir la solution de cette question qui démontre qu'un
labyrinthe n’est jamais inextricable, on applique les trois régles
suivantes, en ayant le soin de tracer sur chaque chemin parcouru
un petit trait transversal a I'entrée et 4 la sortie des carrefours.

1° En partant d'un carrefour initial quelconque, on suit une
voie quelconque jusqu'a ce que I'on arrive & un chemin fermé ou
4 un nouveau carrefour. Si le chemin qu’on a suivi se trouve fermé,
on revient sur ses pas et 'on peut alors considérer ce chemin
comme supprimé, puisqu’il a été parcouru deux fois. Si le chemin
aboutit 3 un carrefour, on prend une voie quelconque, au hasard,
en ayant soin de marquer d'un trait transversal la voie d’arrivée et
la voie de départ. On continue I'application de cette premiére
régle, chaque fois que I'on arrive & un carrefour inexploré. Au
bout d’un certain temps, on arrivera nécessairement i un carrefour
déja visité; mais cette situation peut se présenter de deux maniéres
différentes, selon que le chemin d’arrivée a déja été suivi une pre-
miére fois, ou ne contient encore aucune trace de passage.

2° En arrivant 4 un carrefour déja visité, par une voie nouvelle,
on doit rétrograder en marquant par deux traits, sur cette voie,
l'arrivée au carrefour et le départ.

3° Lorsque I'on arrive & un carrefour déja exploré par une voie
déja parcourue, on prend, avant tout, une voie nouvelle s’il en
existe ou, i son défaut, une voie qui n’aura été parcourue qu'une
seule fois.

Nous laisserons de cdté la démonstration de ce théoréme, que
I'on trouve dans nos Récréations mathématiques, au Chapitre
sur le Jeudes labyrinthes.

60. Nombre des tracés des réseaux. — Si I'on prend pour point
de départ un point quelconque d’un réseau i carrefours pairs, on
peut partir de ce point, dans deux sens différents, pour revenir au
point initial. Par conséquent, le nombre des circuits complets est
toujours un nombre pair, et le nombre des circuits est le méme
quel que soit le point de départ.
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Considérons, par exemple, deux carrefours A et B réunis par
2n chemius qui ne s’entrecroisent pas; le nombre des circuits dis-
tincts est égal a

2.1.2.3...(2n—1), ou a(an—1)!

En effet, si I'on part d’'un point quelconque, autre que A ou B,
on a deux sens. En arrivant 4 I'un des carrefours, on a le choix
entre (27 — 1) chemins; puis, en arrivant  I'autre carrefour, entre
(2n — 2) chemins, et ainsi de suite. On doit observer que, si
I'on part d’un carrefour, le nombre des circuits semble étre (2n)!
c’est-a-dire n fois le résultat précédent; mais ces parcours ne sont

Fig. 44.

Réseau a deux carrefours.

pas distincts comme circuits. Il y a une différence de méme
nature dans les nombres de permutations d’objets disposés en
ligne droite ou sur un circuit fermé (n° 34). Afin d’éviter toute
confusion, on évalue le nombre des circuits d'un réseau en par-
tant d’un point et non d’un carrefour.

On raméne la recherche du nombre des tracés complets des
réseaux a points impairs 4 la détermination du nombre des cir-
cuits des réseaux a carrefours pairs, par le théoréme suivant :
Pour décrire, sans omission, ni répétition, un réseau ayant 2n
carrefours impairs, en n traits et n sauts, pour revenir au point
de départ, on joint ces points par n chemins de toutes les ma-
niéres possibles, en nombre égal a

(o2n)!

N=1335...2n=3)(an—1) = Z—

et le nombre cherché est la somme des nombres des circuits
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des N réseauz a carrefours pairs que U'on a obtenus. On obser-
vera, d’ailleurs, que I'on ne doit sauter que d’un carrefour impair
a un autre impair, et que le nombre des tracés est indépendant de
la position du point de départ.

61. Théorémes des impasses. — On appelle impasse tout frag-
ment d’un réseau qui n’a d’autres points communs avec le reste du
réseau que les extrémités de deux chemins, de telle sorte que la
suppression d'une partie de chaque chemin détermine la sépara-
tion du réseau en deux autres; le réseau total se compose d'une
impasse et d’un réseau partiel. Deux cas peuvent se présenter,
suivant que les deux chemins de I'impasse aboutissent & un méme
point du réseau partiel ou & deux points différents.

PremIER cAs. — Supposons que les deux chemins a et b de I'im-
passe aboutissent a un carrefour A du réseau partiel; désignons
par I et par R les nombres des circuits de I'impasse et du réseau
partiel, et par 2p le nombre des chemins du réseau partiel qui

L’impasse & un seul carrefour.

aboutissent au carrefour A. Dans un circuit quelconque du réseau
partiel, on passe p fois au carrefour A et, & I'un quelconque des
passages, il faut décrire complétement un des circuits de I'impasse;
par suite, le nombre des circuits du réseau total est

PIR.

Si le point A était un poiﬁt simple du réseau partiel, on ferait
p = 2. Si 'impasse était formée d'un seul chemin dont les extré-
mités viendraient aboutir au carrefour A, on ferait I = 2. Enfin,
si g impasses indépendantes les unes des autres aboutissent au
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carrefour A et si I'on désigne parl,, Iy, ..., I; les nombres de
leurs circuits, on trouve, par la suppression successive des impasses,
que le nombre des circuits du réseau total est

p(p+l)...(p+q-—l)l,l,l;...lqR.

Exemple I. — Le nombre des circuits formés par n circonférences
égales, tangentes deux a deux, dont les centres sont en ligne droite, est 2.

Exemple II. -~ Le nombre des circuits d'une rosace a n feuilles est égal
a 2°(n—1)!

Deuxiime cas. — Supposons que les deux chemins @ et b de
I'impasse I aboutissent a deux carrefours A et B du réseau par-
tiel R; alors ces carrefours sont impairs, ainsi que les premiers
carrefours A’ et B’ de I'impasse, qui se trouvent sur les deux che-

L’impasse & deux carrefours.

mins. Pour évaluer le nombre des circuits du réseau total, partons
du point @ de AA’, dans un sens ou dans l'autre; il faut décrire
I'impasse et le réscau partiel d’un seul trait, et dans un sens déter-
miné; par conséquent, le nombre total des circuits est
SR, IR
2 2 2

en d’autres termes, le nombre des circuits du réseau total est la
moitié du produit des nombres de circuits de I'impasse et du réseau
partiel. D’ailleurs, on observera que I'application de ce théoré¢me
est illusoire, si 'impasse I se réduit 4 une impasse simple.
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Ezemple III. — Les sommets A et B d'un rectangle ABCD sont réunis
par (2p —1) chemins; les sommets C ¢t D par (2 — 1) chemins, les som-
mets A, D et les sommets B, C sont réunis par un scul chemin; calculer
le nombre des circuits du réscau. — On trouve

2(2p—1)!(2q —1)!

62. Théoréme des carrefours. — Pour évaluer le nombre des
circuits d’un réseau a carrefours tous pairs, on commence par sup-
primer toutes les impasses qui peuvent exister. On raméne ensuite
le réseau a un ou plusieurs autres contenant un carrefour en moins,
et ainsi de suite, jusqu’a ce que les réseaux oblenus ne contiennent
plus que deux carrefours. La suppression d'un carrefour se fait par
I'emploi du théoréme de M. G. Tarnv (') : Lorsque 2n chemins
a,b,c,d, ..., aboutissent & un carrefour, le nombre des circuits
du réseau est égal & la somme des nombres des circuits des N
réseaux obtenus en soudant deuz par deux, de toutes les ma-
niéres possibles, les n chemins a, b, c, d, ... ; et d’ailleurs,

(2n)!

N=13.5...n—n= Z—5-

Dans I'application de ce théoréme on doit faire les deux re-
marques suivantes : 1° Si la suppression d’'un carrefour améne la
désagrégation du réseau, on recommence I'opération aprés avoir
appliqué les théorémes des impasses. 2° Les N réseaux partiels
obtenus par la suppression d’un carrefour ne sont pas toujours dis-
tincts, car deux réseaux sont équivalents lorsqu'ils possédent le
méme nombre de carrefours et que deux carrefours quelconques
sont réunis par le méme nombre de chemins.

Ezemple I. — Le nombre des circuits de la figure formée par les cotés
et les diagonales d'un pentagone régulier, sans fragmenter les diagonales,
est 264. °

Exemple II. — Le nombre des circuits formés par les arétes d’un oc-
taédre régulier est 744.

Ezemple IIl. — Le nombre des circuits de la figure formée par les
cOlés et les diagonales d’un heptagone régulier est 129976 320, si 'on ne
fragmente pas les diagonales. C'est, conformément a la régle, le nombre

(') Bulletin de U'Association frangaise pour l'avancement des Sciences. Con-
grés de Nancy (1885).
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des dispositions circulaires des dés d’un jeu de dominos, jusqu'au double—
six, sans les doubles. En intercalant les doubles, il faut multiplier le=
nombre précédent par 37, et, pour obtenir le nombre des dispositions rec—
tilignes, il faut encore multiplier par le nombre 28 des dominos. (REISS —
Annali di Matematica, 1876. — TaArav, loc. cit.)

Exemple IV. — Le nombre des circuits formés par les cdtés et les dia—
gonales de I'’ennéagone régulier, sans fragmenter les diagonales, est

gt 520 057 oar 235 200.

C'est le nombre des dispositions circulaires des dés d’un jeu de dominos,
jusqu’au double-huit, sans les doubles. En intercalant les doubles, il faut
multiplier le résultat précédent par 4 et, pour obtenir le nombre des
dispositions rectilignes, il faut encore multiplier par le nombre 45 des
dominos.

Le nombre précédent a été calculé en moins de trente heures par
M. G. Tamar et aussi par M. 'abbé JorivaLp. La méthode de TARRY est
d’autant plus remarquable que la solution du probléme de I'heptagone,
donnée par REiss, et qui était alors la seule connue, comporte a elle seule
50 pages in-4° de développements. Cependant. si lI'on observe que les
nombres de solutions sont, pour '

le pentagone..... 23. 3.1,
I’heptagone...... 211.3.3. §231,
I’ennéagone...... 216,35, 5% 7. 11. 9911 241,

il nous scmble que, malgré son extréme ¢légance, la méthode de Tarmy
n’est pas le dernier mot de la simplicité.

Exzemple V. — Le nombre des circuits du réseau des n carrefours formés
par les cotés et les diagonales d'un polygone régulier de (27 + 1) cdtés
est égal au nombre des tracés en n traits et en n sauts de la figure formée
par les cotés et les diagonales d'un polygone régulier de 2n cdtés.

Exemple VI. — Le nombre des circuits d'un systéme de n circonfé-
rences ¢gales, tangentes entre elles, et dont les centres sont les sommets
@’un polygone régulier de n cotés. est égal au nombre des maniéres de
tracer deux fois, sans omission, les cOtés d’un polygone de n cidtés.

En désignant ce numbre par R,, la suppression d'un carrefour donne
la formule

R, R,. R
=t 2y, avee -2 =13,
o oh—1 : 22
par suite
R, =(n=+1)2n.
Autrement ('). — Sil'on observe qu’un cercle étant décrit dans son

(') Voir notre article de la Nature, 1885.
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entier on ne peut en décrire en entier qu’un autre voisin dans un circuit
complet, on raméne le tracé a celui des cercles ayant leurs centres en
ligne droite (n° 61, Ezemple I). Donc, puisqu’il y a n cercles, il y a
n.2% tracés. En outre, si aucun cercle n’est décrit dans son entier, on doit
ajouter 27.

Ezxemple VII. — Si 'on désigne par 22Uy, le nombre des circuits
formés par an circonférences tangentes ( fig. 47) et par 222+1U,, .,

Fig. 47.

le nombre des circuits formés par (2n + 1) circonférences (fig. i8), on
a les deux formules

Usw = Ugn—1 —+ Usn-a,

Usn—1 = 3Uzp-2 + Usps.
Si I'on pose
Usn = u,, Usp—1 = up — Up-y,

il en résulte

Up =DUy-y— Uy—3;

cette formule de récurrence permet de calculer Uy, et Uy,;.

Fig. J8.

LES REGIONS.

63. Les régions. — Un point placé sur une droite indéfinie
dans les deux sens la divise en deux fragments ou semi-droites;
deux points d’une droite la divisent en deux fragments indéfinis et
un segment fini; en général, n points d'une droite la divisent en
(n + 1) fragments, dont deux sont indéfinis. Donc, si 'on désigne
par S le nombre des points, par A le nombre des segments finis
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et indéfinis, par a le nombre des segments finis et par 2 le nombre
des segments indéfinis, on a

A=a—+12a, S=A—1,

2 =12, S=a-—-1.

Une droite illimitée, tracée dans un plan, le divise en deux ré-
gions indéfinies, c'est-a-dire en deux parties telles qu’on ne peut
aller d’un point de I'une a un point de I'autre sans rencontrer la
droite, a la condition de ne pas sortir du plan. Des droites paral-
léles, en nombre p, divisent le plan en (p + 1) régions indéfinies.
Ces régions peuvent étre garnies de deux couleurs, de telle sorte
que deux régions voisines soient de couleurs différentes.

Un systéme de droites concourantes et indéfinies divise le plan
en un nombre de régions indéfinies égal au double du nombre des
droites concourantes. Ces régions peuvent étre recouvertes de
deux couleurs, de telle sorte que, de part et d’autre de chaque ligne
de séparation, les couleurs soient différentes. Mais ceci n’aurait pas
lieu pour un nombre impair de semi-droites issues d'un point.

L'ensemble de p droites paralléles et d’une transversale divise
le plan en 2 (p + 1) régions illimitées. Deux systémes formés de
p droites paralléles, et de g droites paralléles, divisent le plan en
(p+1) (g + 1) régions, parmi lesquelles 2 (p + ¢) sont illimi-
tées. Comme I’échiquier, on peut encore les garnir de couleurs,
de telle sorte que, de part et d’autre de chaque ligne de sépara-
tion, les couleurs soient différentes.

Si I'on prolonge les cotés d'un triangle, le plan est divisé par
les trois droites en scpt régions, dont six sont illimitées et une
seule finie, qui est I'intérieur du triangle.

Si I'on prolonge les cotés d’'un quadrilatére quelconque, concave
ou convexe, on forme onze régions, dont huit sont illimitées.

Lorsque I'on considére un plus grand nombre de droites, il
faut tenir compte en méme temps des points de concours et des
segments; nous prendrons les nolations suivantes :

finis......ovviieiiin, a
Nombre des segments { indéfinis.......... I 1
finis et indéfinis....... A

’

finies............o.ue S
Nombre des régions , indéfinies............. o
finies et indéfinies. . ... F



CHAPITRE VII. -—— LA GEOMETRIE DE SITUATION. 1

On a d’abord, par définition
A=a+a F=f+o.

Cela posé, si 'on considére n droites d’'un plan, non paralléles
deux a deux, et telles que trois queclconques d’entre elles ne
soient pas concourantes, on a, en désignant par S le nombre des
points d’intersection,

$S=0C} A~—n F=1+n+C}
2 = 2n, o —=an.

En eflet, supposons ces formules démontrées pour un systéme
de n droites, et calculons les accroissements des cing quantités
S, A, o, F, 3, lorsque I'on trace une noavelle droite non parali¢le
a I'une quelconque des précédentes, ct ne passant par aucun point

Fig. 19.
X = ‘== i7 —y

=4 v
P £ > =
' e LY *

de concours. Nous supposerons d’abord que la droite XY a été
tracée, de telle sorte que tous les points d’intersection des pre-
miéres droites sont d'un méme coté de XY. On observe : 1° que
S augmente du nombre n des poiuts situés sur XY; 2° que
augmente des deux segments indéfinis de cette droite; 3° que A
augmente de (27 + 1), c'est-d-dire des (n -+ 1) segments finis ct
indéfinis de XY, et des n segments finis des droites qui aboutissent
a4 XY; 4° que p augmente des deux régions 3, et ©,; 5° que F
augmente de ces deux régions ct en outre des (n — 1) régions
finies situées au-dessous de XY. Ainsi les formules précédentes
sont générales.
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On voit encore que I'adjonction de XY permet de recouvrir les
régions situées au-dessus de XY de deux couleurs seulement, et
toujours de telle sorte que deux régions adjacentes & un méme
segment soient garnies de couleurs différentes ; il suffit, en effet,
d’ajouter au-dessus de XY la couleur, qui est contraire a celle
de la région du dessous. En outre, il est facile de voir que les
résultats précédents subsistent lorsque la droite XY se déplace et
. traverse le point de concours de deux droites. Nous ferons d’ail-
leurs observer que ces résultats s’étendent a des figures tracées
sur le plan, ou sur une surface simple indéfinie dans tous les
sens (comme le¢ paraboloide hyperbolique), pour lesquelles les
droites sont remplacées par des traits indéfinis dans les deux sens.
tels que chaque trait ne se recourbe pas sur lui-méme. Deux
traits indéfinis, qui ne se rencontrent pas, seront considérés
comme des droites parall¢les; de plus, on suppose que deux traits
indéfinis ne peuvent se rencontrer qu'en un seul point de con-
cours, en se traversant mutuellement.

Nous allons étudier les modifications a apporter aux formules
précédentes lorsque p droites viennent concourir en un méme
point, ou lorsque ¢ droites deviennent paralléles.

1° Lorsque p droites viennent concourir en un méme point, le
nombre des points de concours diminue évidemment de (C} — 1),
puisque le nombre des points d'intersection de ces droites ne
compte plus que pour 1. Les nombres 3 et 2 des régions et des
segments indéfinis ne changent pas; le nombre A des segments finis
etindéfinis diminue de (p2— 2p). et le nombre F des régions finies
et indéfinies diminue de (1 — p + C}).

2° Lorsque g droites deviennent parall¢les, le nombre des points
de concours diminue de C3; le nombre total F des régions diminue
aussi de CZ, et le nombre A des segments finis et indéfinis diminue
de (¢*—q)-

Par conséquent, si I'on désigne par 5, le nombre des droites de
direction unique, par 5, le nombre des groupes de ¢ droites paral-
léles, par S, le nombre des groupes de p droites concourantes, on a

(1) n=29+20+303+ ... +g33— ...
et

(2) S=S|+Sg +S;’;.-.+SI, = ..



CHAPITRE VII. — LA GEOMETRIE DE SITUATION. 113

Lorsque toutes les droites ont des directions différentes, on a
S = C}; donc, en tenant compte des diminutions,

(3) 3C,’.= Se+38;3+ ... +GC3S, + ...
+o+333+... +Clop+ ...

et

£ ?.&=2S,+353+...+p5,,—:—-...

1 T BTy . Pt

On peut démontrer directement cette derniére formule en ob-
servant que, de chaque point de concours de p droites, partent
2 p segments et que, pour toute direction de ¢ droites paral-
léles, il y a 2g segments infinis, comptés deux fois.

Si I'on calcule F, on trouve la relation

(3) S+F=\A~+1,

que I'on peut véritier @ posteriori. Enfin, si F, est le nombre des
régions a p fronti¢res (ou arétes), on a les deux formules

h) F=F +Fy+Fy~+ ... +Fp+....
7) 2A=F,+2F,+...—;-—pF,,-:—....

Exemple 1. — Soient p points tels que trois d'entre eux ne soient pas
en ligne droite, ct quatre d’entre eux sur deux droites paralléles ; les
droites qui les joignent se rencontrent en 3C} nouveaux points (n° 37,
Exemple I).

Le nombre des segments finis sur chaque droite est (C3_, + 3); lc nombre
total des segments est

A=C3GC}_, +3C}.
On en tire, par la formule (5), le nombre total des régions

F=CC}_;,+3C+1—p—3C}.
<’est-a-dire
F=4p—1ip*—5pt+18p —38).

Autrement. — Le nombre des lignes de jonction est n = C3; le nombre
des régions est :

F=t1t4+n+C}—pl1t—(p—1)+C2,]),

parce que les droites se coupent au nombre de (p -- 1) en p points. Aprés
simplification, on retrouve le résultat précédent.

E.L. - L 8
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Ezemple Il. — Un systtme de n circonférences partage le plan en
n(n A4 1) +a régions, au plus, dont une seule est illimitée.

Exemple Ill. — Si l'on trace dans le plan n systémes de circonférences
concentriques contenant respectivement ¢y, ¢y, ..., €, circonférences, et
si l'on pose

B=2X¢c,,

le plan est partagé en (28 — 1) régions, au plus, dont une seule est illimitée.

Ezemple IV. — Sil'on trace, dans un plan, n systémes de circonférences
concentriques, et b circonférences non concentriques deux a deux, le plan
sera partagé cn régions dont le nombre est au plus

28¢;+(b—1)+12,

Les trois théorémes précédents s’appliquent aux sphéres de l'espace.

Ezemple V. — Si l'on trace, dans un plan, n systémes de paralléles
contenant respectivement a, ay, ..., @, droites, et m systémes de cir-
conférences concentriques contenant respectivement ¢y, €3, ..., Cq Cir-
conférences, et si I'on pose

A =2Xa;. A'=2X¢,
B:£(l|"1, B'= .‘Zcic,,

lc plan est partagé en
1+~A+B+2AA+ 2B

régions au plus, et le nombre des régions illimitées ne peut sur-
passer 2B.

Exemple VI.— Si I'on ajoute b droites ¢t d circonférences quelconques,
le nombre précédent augmente de

C}+2C3

Les cinq théorémes précédents sont dus & STEINER.

64. Le probléme des quatre couleurs. — Les formules que nous
venons d’établir dans le numéro précédent supposent que toutes
les lignes tracées dans un plan sont illimitées dans les deux sens;
alors deux couleurs suffisent pour garnir la carte, de telle sorte
que deux régions séparées par une ligne soient recouvertes de
couleurs différentes. Il y a lieu de reprendre ces formules, lorsque
le plan est divisé d’une maniére quelconque par des droites et
des courbes. On parvient ensuite & la démonstration de ce théo-
réme, proposé pour la premiére fois par GurhrIg, puis par pe Mor-
6AN : Quel que soit le mode de division d’une carte ou d’un

’
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globe, représentant la Terre ou un continent, en états, terri-
toires, districts, départements, il suffit de quatre couleurs
pour colorier cette carte, avec cette seule condition que deux
districts ayant une limite commune soient recouverts de deux
couleurs différentes. La premiére démonstration de cette propo-
sition a été donnée par M. Kemre, en 1880, dans I'dmerican
Journal de SyLvester. Pour plus de détails, voir notre article de
la Revue scientifique du 7 juillet 1883, intitulé : Le probléme
géographique des quatre couleurs.

M. Tarr, professeur a I'Université d'Edimbourg, a publié la-
dessus plusieurs considérations fort ingénieuses. Si I'on considére
un réseau dont les carrefours ne conticnnent que des points
triples, ces points tous impairs sont en nombre pair, et I'on dit que
le réseau posséde un isthme, lorsque la suppression du chemin
correspondant désagrége lc réseau. Cela posé, on a le théoréme
suivant : Dans tout réseau a n points triples, sans isthmes, on
peut partager les 3n chemins en trois groupes de n chemins, de
telle sorte que les trois chemins qui aboutissent @ un méme
carrefour appartiennent a trois groupes différents.

La démonstration de ce théoréme se déduit immédiatement de
la proposition de Gururie ; cependant, il y aurait un grand inté-
rét a trouver une démonstration directe et rigoureuse du théoréme
de Tair. Mais, dit I'auteur, « d’aprés I'expression de I'éminent
mathématicien Kirkmann, que j'ai consulté sur ce sujet, le théo-
réme présente cet irritant intérét qu’il se joue aussi bien du
doute que de la preuve » (').

LES POLYEDRES.

63. Les polyddres convexes. — On a le théoréme suivant (2):
Dans tout polyédre convexe, le nombre des arétes augmenté

(*) Tait, Note on a theorem in Geometry of position, dans les Transactions of
the Royal Society (1880). LisTING’S Topologie, Introductory address in the
Edinburgh math. Society, nov. 1883, et Philos. Magas., 188]. — Reprint of
math. papers from the Educational Times; 1881, p. 113.

(*) Ce théoréme remarquable est habituellement attribué & EuLER (Novi Com-
mentarii Petrop., 1752); mais on le trouve dans les QEuvres inedites de DEs-
CARTES, publiées par Foucner DE CAREIL (t.II, p. 214; Paris, 1860). La démon-
stration du texte est due & Caucny.
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de » est égal au nombre des faces augmenté du nombre des
sommets.

En d’autres termes, si I'on désigne par A, F, S les nombres des
arétes, des faces et des sommets du polyédre, on a I'égalité

(1) . F+-S=A-+2.

Considérons d’abord une surface polyédrale, convexe et ouverte,
terminée  une ligne brisée plane ou gauche. SiI'on conserve les
notations précédentes, les éléments analogues de cette surface

vérifient I’égalité
F - S - .\ -1,

En effet, cette formule a lieu pour une seule face; car, pour
un polygone, F=1 et S=A. Il suffit donc de montrer que la
formule, étant vérifiée dans le cas de F faces, I’est encore dans le

‘cas de (F + 1) faces. Pour cela, modifions la ligne brisée qui ter-

mine la surface polyédrale, en adaptant un polygone de n cotés.
Si cette face laisse Loujours la surface ouverte, son périmétre
ne pourra coincider entiérement avec cclui de la ligne terminale
primitive. Si elle posséde avec celte face p arétes communes, elle
a avec elle (p + 1) sommets communs. En désignant par A’, F', §'
les nombres des arétes, des faces et des sommets de cette nouvelle
surface polyédrale, on aura donc

F'=F +1, §S=8S-+n--(p 1), N=\+n—p,

d’ott 'on tire
F'--8'= A'+1.

Cela posé, revenons au cas d’un polyédre convexe. Pour obtenir
une surface polyédrale, il suffit d’enlever une face, ce qui ne mo-
difie pas les nombres A et S; donc la relation (1) est démontrée.

Si 'on désigne par f, le nombre des faces & p arétes, par s, le
nombre des sommets des angles polyédres a p arétes, on a les for-
mules

F= fi+ fi+.i.+ fo+...,
S= s+ Si+...4+ Sp+...,
A=3fi+ifi+...+pfpr.. .y
23A =353+ 48 +...+pSp+....
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On déduit facilement des précédentes

2F =4+ s+ 25, +3s5—...,
2S =4+ fi+2fs+3fi+....

Eremple I. — Il n’existe aucun polyédre convexe qui ne renferme au
™ oins une face triangulaire ou un angle triédre. En effet, on a la formule

Sa+ 53 = 8+ (fo+55)+ 2(fe+ Ss) —. ...

Exemple II. — 11 n’cxiste aucun polyédre convexe dont toutes les faces
aient plus de cing arétes. — Il n’existe aucun polyédre convexe dont tous les
angles polyédres aient plus de cinq arétes.

Exemple IIl. — L’angle droit ¢tant pris pour unité, la somme de tous
les angles d'un polyédre convexe égale le quadruple du nombre des som-
mets, diminué de 2.

Eremple IV. — Trouver le nombre des diagonales d'un polyédre conveae
qui ne sont pas situées dans les faces du polyédre.

Si 'on pose
L =f3—;—').f5+ 3f3+... .
M=1.3.fs+2.4. f+3.5. fs+—...,
et si I'on désigne par D le nombre des diagonales, on a
8D =(L+2)(L +-4)—4M.
Eremple }. — Le nombre.des régions formées par n plans, tels que
deux ne soient pas paralléles, que trois quelconques d’entre eux ne soient

pas paralléles 3 une méme droite, et que quatre ne passent pas par un

méme point, est
1+ Gl + C2 +GC3;

les régions finies sont en nombre C}_,.
Exemple VI. — Si py, ps, ..., p, désignent les nombres de plans paral-
léles de n systémes, et si 'on pose

A= ZIp, B = Xpy ps, C=ZXpip:ps,
le nombre des régions de I'cspace forméces par ces n systémes est égal a
1-A=~B+C;

parmi ces régions, (2B —+ 2) sont illimitées, et les autres forment des vo-
Jumes finis.

Exemple VII.— Le systéme formé par p plans quelconques et g sphéres
partage I'espace en un nombre de régions au plus égal a

1+ G+ C} +C}+ pg(p—1)+2¢9 +2C).

Les régions illimitées sont en nombre 2 + 2p(p —1).
Exemple VIII. — Si I'on considére des systémes de plans paralléles en
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nombres py, ps, ps. ..., et de sphéres concentriques en nombres ¢, g3,
g3, - -, et si l'on posc

A=Z3p, B=3Ippy C=Zppsps,
A'=Z2¢q;, B'=Z2qiqs. C=2Xq(q29s
cet ensemble divise I'espace en un nombre de régions qui ne surpasse pas

1-A+B+C-+2(AB +BA")+2A"5-20"

Le nombre des tcgmns illimitées est (2B - 2).

Les quatre exercices précédents sont dus a STEINER. — Voir une Note de
M. LaisanT intitulée : Régions du plan et de U'espace (Congrés d’Alger,
1881).

G6. Les polyadres convexes réguliers. — I/ ne peut exister
que cing espéces de polyédres converes dont toutes les faces
aient le méme nombre n de cétés et dont tous les angles po-
lyedres aient le méme nombre m d’arétes.

En cffet, on a, par hypothése,

24 =nF =mS;
par suite, la formule de Descarres donne

sm
20m -+ n)--2mn

F=

Puisque m doit éire entier et positif, on ne peut faire que les
hypothéses suivantes, renfermées dans le Tableau ci-aprés, dans
lequel D désigne le nombre des diagonales.

Fig. 5o.
n. m. F. S. ' A D. l
3 3 § ¢+ 4 6 0 Tétraédre.
3 4 8 6 |, 12 3 Octaédre.
3 5 20 12 30 36 | Icosaédre.
4 3 6 8 | 12 4 Hexaédre.
5 3 12 20 i 30 100 | Dodécacdre.

Les polyédres réguliers.
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RemarqQue. — Nous ne développerons pas davantage, pour le
moment, ces études sur la Géométrie de situalion; cependant il y
a lieu de rappeler les travaux de Poinsor, Caucny et BerTranp sur
les Polyédres étoilés; ceux de M. CataLan, sur les Polyédres
semi-réguliers, considérés d’abord par Arcuimipe; ceux de
Bravais, sur la Cristallographie et sur la Phyllotazxie; ceux de
M. Cavrey sur les Arbres géométriques et leur emploi dans la
théorie des combinaisons chimiques.

Dans deux importants Mémoires, trop ignorés aujourd’hui,
Listinc a posé les principes généraux de la Géométrie de situation.
Ses Vorstudien sur Topologie (1847) ont été 'objet d’un rapport
sommaire dans le Traité d’Electricité et de Magnétisme de
Crerk Maxweir, et d’un exposé élémentaire par M. Caviey,
dans le Messenger of Mathematics (1873). Dans son Mémoire
de 1861, Der Census raiimlicher Complexe, Listine s’occupe
de la formation et de la classification des nceuds; cette idée a été
reprise dans plusieurs Mémoires présentés a la Société royale des
Sciences d’Edimbourg, par M. Tarr, qui a retrouvé la plupart des
résultats de Listing, 4 propos de I'idée de Tromson sur les vortex-
atoms. La Géométrie des nceuds est un des chapitres de la Géo-
métrie du tissage; nous exposerons, dans le second volume de
cet Quvrage, les lois arithmétiques de la Géométrie des tissus A fils
rectilignes.

Exemple I. — Les hélices paradromes. — Considérons un long ruban
étroit ou une bande de papier, dont les bords sont garnis d’une petite ligne
noire ou d'un /iséré. Si 'on réunit ensemble les deux extrémités, sans
torsion du ruban, on forme une surface composée de deux faces et de
deux lisérés; on ne peut aller d'un point de I'une des faces a un point de
l'autre, en cheminant sur le ruban, sans traverser 'un des lisérés. Si I'on
coupe le ruban suivant sa longueur, on en obtient deux autres séparés.

Il n’en est plus ainsi lorsque I'on réunitlesdeux extrémités du ruban, aprés
avoir effectué n demi-torsions dans un méme sens : 1° Lorsque n est un
nombre pair, la surface a encore deux faces et deux lisérés formant chacun -
un circuit fermé; si I'on coupe le ruban dans salongueur, il se trouve di-
visé en deux autres possédant chacun n demi-torsions, comme le ruban
primitif; mais les deux demi-rubans ne pcuvent étre séparés I'un de 'autre
et se trouvent noués } n fois. 2° Lorsque le nombre n des demi-torsions
cst impair, la surface ne présente qu’une scule face et qu’un seul liséré; si
'on coupe le ruban dans sa longueur, le ruban reste unique avec 2 n demi-
torsions, et, pour n >1, il est noué.



120 LIVRE I. — LES NOMBRES ENTIERS.

Ces curieux rvésultats sont tirés de la Topologie de LisTING; ils ont été
la base d’un opuscule qui eut un grand succés a Vienne, il y a quelques
années, et dans lequel il s’agissait de montrer que I'on pouvait, sans esca-
motage ou spiritisme, exécuter le célébre tour de faire un neud avec une
corde sans fin.

Au licu de faire une seule coupe longitudinale du ruban, on peut cn
faire deux, trois, ..., et 'on obtient d’autres résultats.

Exemple Il. — La bande de timbres-poste. — De combien de maniéres
peut-on replier, sur un scul, une bande de p timbres-poste?

Exemple Ill. — La feuille de timbres-poste. — De combien de ma-
niéres peut-on replier, sur un seul, une feuille rectangulaire de pg timbres-
poste?

Nous ne connaissons aucune solution de ces deux problémes difficiles
proposés par M. Ex. LEMOINE.
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CHAPITRE VIIIL.

LA MULTIPLICATION ALGEBRIQUE.

-

67. Multiplication des polynémes. — Multiplication des mo-
ndmes; — d’un polyndme par un monéme; — de deux polyndmes.
— Reégle des signes.

Le produit de plusieurs polyndmes peut toujours étre remplacé
par un polynéme unique qu'on appelle le produit effectué. On
opére habitucllement comme il suit : on multiplie successivement
tous les termes du premier polyndme, en commencant par la
gauche, par le premier, le second, ..., le dernier terme du se-
cond polynéme. On obtient ainsi un premier produit partiel; on
fait, s’il y a lieu, la réduction des termes semblables. On multiplie
ensuite chacun des termes du produit partiel successivement par
le premier, le second, ..., le dernier terme du troisiéme poly-
ndme, en commengant toujours par la gauche, et ainsi de suite.

Le produit des polynémes A, B, C, ..., L est la somme de
tous les produits de n facteurs formés avec un terme de A, un
terme de B, ..., et un terme de L; s'il n'y a aucune réduction,
le nombre des termes du produit est égal au produit des nombres
des termes des facteurs.

Soit, en général,

A=a +~a+~az+...--ay,
B _-b|+bs-‘—ba'%--..—9-b3,
C=ci+cr+e3—...--¢c;,

Pour faire la multiplication des polynéomes A, B, C, ..., on
multiplie tous les termes de A successivement par tous ceux de B
pris dans 'ordre de gauche & droite; puis on multiplie tous les
termes du produit par ceux de C, et ainsi de suite. Un terme quel-
conque a une expression de la forme aybgcy ..., en désignant
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par 2’ I'an des entiers 1, 2. .... 2. et de méme pour 3’ el pour ¥'.
Dans le produit total, les termes pris dans l'ordre successif sont
d’abord ceux qui ne contiennent que a, en nombre z; puis ceux
«qui ne contliennent que a ou b, pris séparément ou simultanément ;
ils sont en nombre 23; puis les termes du produit par C qui sont
en nombre 2%, et ainsi de suite. On voit ainsi que le rang du
terme a1y by cydy est fourni par 'expression

n— 2373 - a3y + a3 -2,

Inversement, lorsque n est donné, on observe que &’ est I'entier
de la division de n par a3y, que v est I'entier de la division da
reste par a3, et ainsi de suite. En particulier, si 2=8=v =3,
la détermination du terme qui correspond a un rang donné n re-
vient & écrire n dans le systéme de numération de base a.

Ainsi, dans le produit

(r—a)1—20)...(1=1),

pour avoir le signe du terme de rang n, on écrit ce nombre n dans
le systtme de numération binaire; le terme correspondant est
positif, ou négatif, suivant que Je nombre des 1, et celui des o qui
terminent n, sont, ou ne sont pas, de méme parité.

Carré d’un polynéme. — Interprétation géométrique :

(@4-b+c—...-+1)*=Zat+aZab.
Cube d’un polynéme. — lnterprétation géométrique :
(2a) =Za3+3Xarb-+6Xabe.
Quatricme puissance d'un polynéme. — On a la formule
(Say—Xat+42a’b+6Zarb?-+123atbe + 245 abed.

On trouvera plus loin la formule générale qui donne le déve-
loppement de la puissance d’un polyndme.

Eremple I. — Si I'on désigne respectivement par A, B, G, D les poly-
nomes
a—b—c¢, b—c—a, c—a—b, a+b-+c,
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on a les formules

A+B+C =D =o,

A2+ B2+ C2=- D= {Za?,

A3+ B3+ G+ D3 = 2{abe,

Av-B¥+ C¥-:- D¥ = {Sat+2{Xatb?,

AS 4 B3+- C8—=- D5 = 8oabc. T al,

A7+ B7+ Q7= D7 — 56 abc(3Zat =+ 10X ad?),

ABCD = Za*—23a?br.
Exemple II. -- Si l'on désigne par A, B, C, D les polynomes
b+c+d—a, c+-d-+a—b, d-a+b—c, a=+b-+c—d.
et par P, Q, R, Sles polynomes

a+b+c+d, a+b—c—d, b-+c—a—d, c+a—b—d.

les valeurs de I'expression

Pa ;- Qn__!_ Rr4-Sn—An_Bn-_Cn—Dn

sont
pour 2 ==2............ o,
»ooR=feeeiiiiea... 192abed,
» o n=06............ gboabed.Xa?,
» o n=8............ 896abcd(3Xat+ 102 atb?).

Exemple III. — En conservant les notations de ’'Exemple précédent, on
a la formule :

ABCDPQRS =Xa3— §3as0?+ 6= a‘ b+~ S avbict— foarbicrdr.
Ezemple IV. — Développer le produit des scize facteurs
atbtetdte

Si I'on remplace. dans 'Exemple I1], le nombre d par (d + e), puis par
(d — e), et si I'on multiplic les résultats obtenus, on trouve

Salt—8Xattbr+ 28 al?bt+ joXaltdic?
—56Zatobt— 72Zal®bict— 156 alb2crdr
+70Zat b8+ 40Zatbbcr+36Satbi ct+344Sadbrcrdr — 552 ad bt die?
+16Za*bbct— 416 adbécrdr — 2722 ab bict dt+ 928 S at bt cidte?
+ 2008 Zatbtctdy— 1520 atbicr d2er,

Cette méthode de calcul est duc 3 DiESCARTES.
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68. Le carré magico-magique de Fermat. — Avec deux groupes
de quatre nombres a. b. ¢, d. et p. q. r. s. on forme une table
d’addition a deux entrées. comme celle de Pythagore ( fig. 51 -

Fiz. 51.
a—p. b—p. c—-p. d- p.
a—qg. b—¢q. c—¢q. d—gq.
a—r, b—r. c—r, d--r.
a-s. b—s. c--s. d—s

Table d’addition.

En permutant les lignes. ou les colonnes, ou en échangeant les
lignes ¢t les colonnes, on forme 2(1.2.3.4)2=1132 tables dis-
tinctes. Si I'on prend quatre nombres d’une table, de telle sorte
qu’il n’y en ait pas deux dans la méme ligne ou dans la méme
colonne, on obtient une somme évidemment égale a celle des huit
nombres donnés. Pour chaque table, il existe ainsi vingt-quatre
sommes constantes, en nombre égal aux permutations figurées de
quatre objets (n® 43).

Echangeons deux a deux les huit nombres placés symétrique-
ment par rapport au centre du carré, et qui ne sont pas situés sur
les diagonales; puis, échangeons deux quartiers opposés de quatre
termes, l'inférieur & gauche et le supérieur a droite ; nous formons
ainsi le Tableau que I'on appelle carré magico-magique.

Fig. 52.
a+p, ¢c+~s, d-—gq, b-—r,
d+r, b-+q. a-s, c¢--p,
b+s, d+p, ¢c—r, a--q.
c+q. a+r, by, d-s.

Carré magico-magique.

Si l’on fait la méme transformation sur les permutations figurées,
on trouve la fig. 53. Par suite, la somme des quatre nombres du
carré magique qui correspondent & quatre cases grises de cette
figure est constante. Il y a donc 1152 carrés magico-magiques.

On peut tripler ce nombre lorsque

0-‘-d=1)+c et pP=s=q-+r.
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comme cela a lieu pour les deux groupes 1, 2, 3, 4, et 0, 4, 8, 12,
qui reproduisent les seize premiers nombres. Dans ce cas, on a
les théorémes suivants : Dans tout carré magico-magique, la somme

Fig. 33.
] E
v P
L T
l

Les vingl-quatre sommes constantes d’un carré magico-magiquec.

des huit nombres placés dans les deux diagonales égale la somme
des huit autres. Il en est de méme pour la somme des carrés et
pour la somme des cubes ().

69. Formules d’Euler pour les produits des sommes de quatre
carrés. — On a 'identité

(at+ b)(p2+q?) =(ap — bq)*+ (aq + bp)?,

indiquée par Fisonacci; elle exprime que le produit d’une somme
de deux carrés par une somme de deur carrés est une somme
de deur carrés. En changeant le signe de p, on obtient, dans le

(') Voir notre article du Journal de Mathématiques elementaires, 1887, inti-
tulé : Les carres magiques de FERMAT et de FRENICLE.
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cas général, une autre décomposition ; mais, sia=p, b =g, on a
la décomposition unique

(at+ b2)r= (a?-- bt) + (2ab)t,

qui est la formule fondamentale des triangles rectangles en
nombres, dont la théorie sera exposée plus loin.

La formule précédente a été généralisée par EuLer qui a donné
le théoréme suivant : Le produit d’une somme de quatre carrés
parune somme de quatre carrés est une somme de quatre carrés.
En effet, siPon remplace les sommes par des produits dans le carré
magique du numéro précédent, et si Pon donne le signe — aux
termes de la premiére diagonale, on trouve que la somme des

expressions
( -ap+cs +dqg -+ br)?

-(+dr —bg -+~ as +cp)
+ (-+bs +~dp —cr + aq)?
- (-+¢q -+ ar -- bp — ds)?

¢gale le produit des deux sommes de quatre carrés
(at+ 02+ ct-i- dV)(p2+ q%-+- ri+st).

En permutant p, ¢, r, s, on a vingt-quatre formules distinctes ;
puis, en changeant le signe de p, on en obtient vingt-quatre autres.
Ainsi la décomposition du produit des sommes de quatre carrés
en quatre carrés se déduit rés facilement de la considération des
carrés magico-magiques. _

Brioscur a donné des formules semblables pour le produit de
deux sommes de huit carrés; mais, contrairement 4 ce que 'on
pensait, M. Samuer Rosents a démontré qu'il n’existait pas de for-
mules analogues pour les sommes de seize carrés, ou plus (The
Quarterly Journal, 1879 ct 1880).

D’autre part, il ne peut exister de formule semblable pour les
sommes de trois carrés : ainsi 3 et 21 sont des sommes de trois

carrds
3=11+12411 ct 21 = 42+ 22+ 12,

ctleur produit 63 ne peut étre décomposé en moins de quatre car-
rés. De méme, le produit des deux formes

at+ br+2c?, pra-qr4-art
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wme peut donner un résultat de méme forme, puisque l'on a, par

exemple,
6=o0!'+ 22+ 2.12 et 13 =12+ 222,22

et que le produit 58 ne peut étre décomposé de cette manicre.

Nous démontrerons plus loin, au moyen des formules d’EvLenr,
ce théoréme énoncé par Bacuer : Tout entier est la somme de
quatre carrés, ou d’un moindre nombre.

70. Formules de Lagrange. — On a I'identité suivante

(a4 A6+ per—+ Aund?) (pr-+ Art+ pust-+ hug?)
=[—ap + pcs + Apdg + A br)?
+ p[Adr—Lbg + as +cp]?
+ Ap[bs-~dp —cr + aq?
+ M peq + ar + bp — pds]t;

pour A= p =1, on retrouve les formules d'EvLkn.
On a encore cette autre identité de Lacrance, qui s'applique a
un nombre quelconque de carrés :

(a2+ b2+ ct+ dr) (P + q2 + 12+ s?) = (ap + bg = cr + ds)?
+(ag —-bpp—+ (ar—cp)?
~+(as —dpy+ (br —cq)?
+(bs — dg)r+ (cs —dr)2.

On remplace ainsi le produit de sommes de n carrés par une

somme de (1 + C}) carrés, tandis que le produit eflectué donne
n? carrés.

Ezxemple I. —Vérifier les formules suivantes, dans lesquelles u, désigne
le terme de rang (n +1) de la suite de FiBovNAcct (n° 3) :

Up— Up—qUpyy = (— 1),
Ul + ul= usp_y,
u+ud+... .+ ul=Usupyy,
ud +uj —ul_y = usn,
UpUp+1— Up—2Upn—1 = Usp—1,
Un+yUnts— UnUpsz = (— 1),
UL — Un—gUn—UnstlUnss=1,
Uy Us—+ UgUz—+. ..+ Usp—y Uan= UL,
Uglly~+ UsUs—+. ..~ UspUspsy = U}peg—1.
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La premiére des relations précédentes est due a ALBERT GIRARD; el «=
donne licu a un curicux Paradore géométrique (voir nos Récréatiora =
mathématiques, t. 11. — Cinquiéme Récréation).

Exremple II. — Considérons la suite récurrente donnée par la formu W «

Unra=pUnsy— qUn,

et par les deux premiers termes U, et Uy; soit, de plus, u, le terme c 3
rang (n =+ 1) dans une suite donnée par la méme loi et dont les deux pree=—
miers termes sont #y == o et u; = 1; vérifier la formule

U”: Ljoll”—l"‘._ U]lln.
Exremple Ill. -- Sip — 6g == 1, on a l'identité
ipt -1 (8¢ m2) 4 (8g 21t~ (jg)

Laoemple 1V, -~ Le carré et le cube d’une somme de trois carree=—=
sant des sommes de trois carrés. — En effet, on a

(a3 = (T e 3N (223)+ (2y58)8,
(rt -y L33 = (r3—3r3t—asyt+ ry?)
— ()3 -yxr—y3r+ j1)3)?
+ (33 —33rt—aryr+ 3y,
Plus géndralement, M. NEUBERG a démontré que toute puissance de
art+ by?+ cs?
eat un nombre de la méme forme (Mathesis, 1, p. 75).
Loremple V. — SiFon pose
P =at+ b2+ c2—bc - ca — ab,
on i lesidentités
alb - (b—eNr{c—al+-(a—b),
alt b e)pr(c—ar+ (a—b)r,
P @ — 0 (a—er+ (b—e)2(b— a)+ (c — a)2(c — b)3,
(e v v eyl ad. b3+ ¢3— 3abe.
Foaoemple 11— On a identité
aXd+ bY3+ a2b2Z3 = V2,
dana lwepuelle on suppose
X sr(azd+2b)3),
Y - y(byd+2ax),
7 -3rryr,
V catrt+sabad y3+ b2 ys.
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Ezxemple VII. — On considére le tableau des neuf quantités

pr+qr—ri—st  a(qr+ ps), 2(gs — pr),
2(qr — ps), pr+ri—qt—st, a(rs+pq),
2(gs +pr), 2(rs — pg), pr+st—qt—r?;

vérifier que la somme des carrés des nombres contenus dans une méme
ligne ou dans une méme colonne est égale au carré de p?+ g2+ rt+ s
(voir Nouy. Corr. math., t. 11, p. 97).

Ezxemple VIII. — Trouver quatre nombres tels que leurs produits deux
a deux, augmentés de Punité, soient des carrés (Diopnantg, liv. IV,
prop. 21). — Si l'on pose

a=r,
b=s(rs+2),

¢c=(s+1)(rs+r+2),
d=j(rs+1)(rs+r—+1)(rs*+rs 4+ 2s +1),

les carrés des six expressions

rs—+1,
rs—+r—+1,

2r:s24-2ris —4rs+2r +1,
rs*—+rs+2s+1,

272834 25t 6rs?+ rs + fs 41,
2r2s3 4 4r2s? 4 2r2s+6rs? 4+ 8rs+or+4s+3

sont respectivement égaux aux six quantités

ab 413, ac+1, ad-+1,
be +1, bd—+1, cd —+1.

Unec autre solution a ¢t¢ donnée par EvLER (Commentationes Arithme-
tice collecte, t. 11, p. §5).

T1. Valeur numérique d’'un polynéme ordonné. — Réduction
des termes semblables. Ordonner un polyndme suivant les expo-
sants croissants ou décroissants.

Pour obtenir la valeur numérique d’un polynéme

f(x)=poxr+ prar~t+4 paxn~ ...+ p,,

qui correspond i une valeur donnée £ =a, on calcule successi-
E.L.— L 9
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vement lCS (‘Xl’)l‘CSSiODS

Jo= po,

fi’—“l’oa =+ P

Jr= poat+ pya + p,,
Js= poa®+ pra+ pya + p;,

en déduisant chaque résultat du précédent par les formules

Si=afo+py,
f:= af|+1’2,
fs=afy+ ps,

fi=afs+py,

chacun des polyndémes f,, fa, f5, f4, ..., est égal au précédent
multiplié¢ par @, et augmenté du coefficient correspondant de f(z).
Lorsqu’il manque des termes, on doit tenir compte des coefficients

nuls.
Pour =1, le polynéme est égal 4 la somme de ses coefficicnts;
pour z =—1, il est égal & leur somme alternée.

72. Divisibilité de f(z) par ( — a). — Considérons la multi-
plication

Joxt—to fran—2+ frzh3+ ...+ fuq

xr—a
Joxta- fi|lxn-t4+ folertaiii4+ faa|x
—af, —af, —ii—afu—s| —afuu

Poxtpy| XV py | XL+ ppoy | T+ pa— f(a).
Donc, en désignant par Q le multiplicande, on a
S(z)=(r—a)Q~+fla);

par suite, la condition nécessaire et suffisante, pour que f(x)
soit divistble par le binome (x — a), est f(a) = o.

Si un polyndéme f(x) est divisible séparément par les bindmes
(x—a), (x—0), ..., (x—1), dans lesquels a, b, ¢, ..., !,
sont des quantilés inégales deux a deux, il est divisible par le pro-
duit des bindmes.
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Réciproquement, pour que f(z) soit divisible par le produit
(x—a)(z—b)(x—c)...(x—1),

dans lequel les nombres a, b, c, ..., l sont inégaux deux & deux,
il faut et il suffit que I'on ait

f(a)=o, Sf(b)=o, Sf(e)=o, XY S)=o.

73. Identité et similitude des polynémes. — Decux polyndmes
réduits et ordonnés sont dits identiques (ou semblables), si les
“coefficients des mémes puissances de z sont égaux (ou propor-
tionnels). Le nombre des conditions pour que les polyndmes de
degré n soient identiques est (n +1), et le nombre des conditions
pour qu'ils soient semblables est n.

Si un polynéme f(x) de degré n s’annule pour plus de n va-
leurs de x inégales deux a deux, tous les coefficients de ce poly-
ndme sont nuls, et le polyndme est nul quelle que soit la valcur
de z.

Si les valeurs numériques de deux polyndmes de degré n sont
égales (ou proportionnelles), pour plus de n valeurs de z inégales
deux i deux, les polyndmes sont identiques (ou semblables).

Les opérations d’addition, de soustraction, de multiplication
sur des polynémes ordonnés ne peuvent donner comme résultats
que des polyndmes identiques, quel que soit 'ordre des opérations.

Lorsque le multiplicande, lc multiplicateur et le produit, sont
ordonnés de la méme maniére par rapport a la variable z, le pre-
mier et le dernier terme du produit sont respectivement égaux
aux produits des premiers et des derniers termes des facteurs.

Ezemple I. — On a l'identité
TV fyt= (P 22y +2y?) (2r— 27y + 2)?).

Pour y =1, on déduit cctte proposition de SopHIE GERMAIN (1) :

Tout nombre entier (x*—+ 4), autre que 5, est le produit de deux nombres
entiers. Pour # =1 et y =27, on a la formule d’AURIFEUILLE, entrevue
par BEGUELIN (2),

Qr+2 4 | — (22n+l+ 2n+1 ) (220+1 —on+l ),

(*) Manuscritn° 9118 du fonds francais de la Bibliothéque nationale (p.84%).
(*) Mémoires de I'Académie de Berlin pour 1752, p. 296.
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Exzemple II. — On a l'identité
o427 y8 = (x2+ 3y?) (22— 3zy + 3p?) (2 + 37y + 3y2),
et pour z =1, ¥ = 37, on en déduit que 36#+3+1 est le produit de trois
facteurs. '
Exemple I1I. — Le nombre z10— 58 y10 est le produit des trois facteurs
z2— 5y, v+ 152 yr+ 25yt E Sy (ot + 5y%).
Ezemple IV. — Le nombre z12+ 6% y12 est le produit des trois facteurs
v+ 36y%, v+ 1822y + 36yt 6y (224 Gy?).

Ces formules sont les premiéres de deux longues suites de formules que
nous avons tirées de deux de nos mémoires : Théorémes arithmétiques
(Acad. de Turin, 1878). — Sur les formules de Catcny et de LEJEUNE-
DiricHLET ( Association francaise, Congrés de Paris, 1878).

Exemple V. — Si I'on pose

X=a3—y3+3zy(22 + y),
Y =yt—a3+3yx(2y + ),
Z=3(xr*+xy+y?),
A=zy(z+y),
on a l'identité
X3+ Y3=AZ3.
En particulier, pour z =1¢t ¥y =2, 0n a
173+ 373=6.213,
qui donnc une solution de I'équation indéterminée
X34+ Y= GZS, A}

et, par suite, une infinité de solutions, bien que LEGENDRE ait affirmé son
irrésolubilité dans sa Théorie des Nombres (1). {

74. Binome de Vandermonde. — Posons, pour simplifier,
(1+ TP =14 P\ + paxl-...+ PyZP—2 + py P~ - TP}

on a aussi

(X 4+ 1P =P 4 pyIP=" + PaXP~2+ ...+ P22+ 1 +1;

(') Voir nos Théorémes generaux sur l'impossibilite des équations cubiques
indeterminees (Bulletin de la Soc. math., t. VIII). )
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en multipliant membre & membre et en égalant les coefficients
de xP, d’aprés la loi d’identité des polynémes, il vient

Clp=11+p}+pl+...+pl+pi+1%;

en d’autres termes, la somme des carrés des coefficients du dé-
veloppement de (1 + z)P égale le coefficient du milieu dans le
développement de la puissance d’exposant double.

De méme, en égalant les cocfficients de z” dans le développe-
ment de (1 — 22)P, d’une part, et dans le produit des développe-
ments de (1+ z)P et de (1 — z)P, d’autre part, on trouve que la
somme alternée des carrés des coefficients du développement
de (14 z)P,

12— p}+pi—pl+... 4+ (—1)Pa?,

est égale au coefficient du milieu de ce développement lorsque
p est pair, et ¢ zéro lorsque p est impair.

Plus généralement, on peut égaler le coefficient de 2 dans le
développement de (1+ z)P*9, d'une part, et dans le produit des
développements de (1+ z)P et de (1+x)9, d’autre part. On
trouve alors unc formule qui ne différe que par la forme d’une
identité donnée par VANDERMONDE, et que I'on appelle bindme des
Jactorielles (n° 48, Ex. IV). En d'autres termes, le bindme des
factoriclles est le résultat de la loi d'identité des polynémes, que
l'on obtient dans le procédé de la multiplication accélérée des
polyndmes ordonnés, en étendant a ceux-ci le procédé de multi-
plication rapporté par Frsoxacct (n° 19). Ces diverses propriétés
sont considérablement amplifiées dans les numéros suivants.

Ezemple 1. — Trouver la somme des produits deux & deux des coef-
Jicients du binéme.

Lorsque l'on connait la somme de p nombres et la somme de leurs
carrés, on obtient la somme de leurs produits deux a deux par la formule

2%ab=(Za)—La,

que l'on déduit du carré d'un polyndme. Dans I'exemple, on a donc

(ap)!
(p!y

Héemarque. — On ne connait pas de formule simple pour la somme des
cubes des coefficients du bindéme.

25ab = 2P —
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Ezxemple II. — Si I'on multiplie respectivement les g premiers coeffi-
cients du développement de (1— x )P par les g premiers termes d'une pro-
gression arithmétique ayant @ pour premier terme et 7 pour raison,
on a pour somme des produits

(—1)7-t I’—U’_":T) [pr(g —1)+a(p—1)]C]. (DELANNOY.)

Exemple I111. — Démontrer les deux formules

1 3 2n—1
n_HC’,',, +n—HC;n’ + e+ Ci, =Ci, —1,
2 2n—2
—— Gt + Cla2y + ..o+ Clp-y =Clpt, —1.
na41 AATUT g anmd an—1 1 =1

THEOREMES GENERAUX SUR LE CALCUL DES SOMMES
ET DES DIFFERENCES.

75. Relation entre les termes d’'une méme ligne. — La loi de
formation d’un Tableau de sommes donne (n° 5)

Suy = ug+ Eu,,

Sy = Sug+ Sy,
par suite, en ajoutant,
Stuy= ug+ 2T ug+ Zu,.
En passant & la colonne suivante, on a
I3y, = Suo+ 23w+ Z3u,;
en ajoutant les deux derniéres égalités, il vient
S3u3=uo+ ITuy+ 3Tuy+ S3u,.

On a, par induction, la formule suivante que I'on peut vérifier
a posteriori

SPup=ug+ ChEug+ CRE2uy+ ... + SPu,,
ou, sous la forme symbolique,
(1) EPupehs (1+ Z)Puy;

on doit remplacer les exposants des puissances de T par des in-
dices, et 20u, par u,.



CHAPITRE VIII. — LA MULTIPLICATION ALGEBRIQUE. 135

On peut augmenter d'un nombre quelconque, soit les indices
de I, soit ceux de «; d’ou I'on déduit que si I’on multiplie respec-
ticement (p + 1) termes consécutifs d'une ligne AB d’un ta-
bleau de sommes, par les coefficients du développement de
(1 + z)P, on obtient, pour somme des produits, le terme C du
Tableau, placé au-dessous de B dans la méme colonne, et de A,
dans la méme diagonale (fig. 54).

Fig. 54.

c
Pour le tableau des différences, la formule précédente devient
1" upede (1 4+ A)Pu,.

76. Relation entre les termes d'une méme colonne. — On a la for-

mule
Tuy= Sy — Sy,

en passant & la ligne suivante,
Suy= Ztu,— Iy,
en retranchant la premiére égalité de la seconde, il vient
wyg= S2uy— 22y + S2u,.

En retranchant cette égalité de celle quel’on obtient en passant
a la ligne suivante, il vient

U= Z3u3— 3T3uy+ 3T3yy — I3u,.
On trouve ainsi la formule générale

Uy=2Pup— CpPup_y+ ClZPu, o +...4(—1)PEPu,,
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ou, sous la forme symbolique,
(2) Uy L SP(u—1)P,

a la condition de remplacer, aprés le développement de (u —1)?,
les exposants de u par des indices, sans oublier l’exposant séro.

Par conséquent, st ’on multiplie (p + 1) termes consécutifs
d’une méme colonne CB d’un Tableau de sommes, en remon-
tant, par les coefficients de (1— x)P, on trouve pour somme
des produits le terme A du Tableau (fig. 54).

Avec la notation A du calcul des différences, la formule précé-
dente s’écrit

(2") AP ygeds (1w —1)P.

T7. Relation entre les termes d’'une méme diagonale.— Ona la

formule
Sug=Zu,— u;

par suite, en passant « la ligne et a la colonne suivantes,
Sy = Z2u,— Suy,
¢t, en retranchant membre & membre

x,uo= .‘.:’u,— 22u1+ Uy,
en général,

SPug=3Pup—CLEPtup 1+ CREr—2up g—...:
ou, sous la forme symbolique,
(3) SPuyeds (Zu—r)r.

Par conséquent, si l'on multiplie respectivement (p—+1)
termes consécutifs d’unc diagonale CA d’un tableau de
sommes par les coefficients du développement de (1 — x)P, on
obtient pour somme des produits le terme B du Tableau
(fig- 54)-

Avec la notation des différences, on a
(3) wyds (u— A)P.

Si le tableau des u« représente le triangle de Pascaw, les rela-
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tions précédentes subsistent; I'une d’clles donne, en particulier,
le bindme de Vanpermonpe. On peut appliquer ces relations au
triangle arithmétique, en le supposant illimité dans tous les
sens.

On observera que les formules (1) et (1'), (2) et (2),(3) et (3'),
rentrent deux par deux 'une dans I'autre, si I'on se rappelle 1'iden-
tté symbolique d’opération TA =1, c'est-d-dire si 'on remplace
ZP par AP,

78. Démonstrations figurées. — Les théorémes que nous venons
d’exposer peuvent étre démontrés et généralisés par des calculs
trés simples d’Arithmétique de position. La fig. 55 nous rappelle

Fig. 55. Fig. 56. Fig. 57.
1 1 6 7 1 15 21 7 1
! S 10
1 L 6
! 3 3
1 2 1
! 1
1
u u U

Théoréme de P’angle droit.

que tout nombre contenu dans une case quelconque U d'un ta-
bleau de sommcs est égal 4 la somme des nombres contenus
dans les cases marquées 1, et pris une seule fois.

Si 'on remplace, & partir du bas, toutes les cases marquées
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par les deux cases correspondantes de la loi de formation, on
obtient la fig. 56, qui montre que le nombre contenu dans la
case U cst égal & la somme des nombres contenus dans les cases
marquées 1, 2, ..., 6,7, 1, multipliés respectivement par ces coef-
ficients; on passera de méme ala fig.57. On peut aussi, en partant
de la droite, remplacer les cases du haut par les cases qui corres-
pondent a la loi de formation. Par induction, on en déduit le
théoréme suivant, qui s'applique dans toute I'étendue d’un tableau
de sommes :

Fig. 58. Fig. 59.

1 K | L | ™ z
A J
B

: i

P B
J A
K 1

z M| L \

Si l'on considére, dans le triangle de Pascar, un angle droit
( fig. 58) formé avec les premiéres cases d’une ligne et les
cases supérieures d'une colonne, de rangs quelconques; puis, si
I'on éléve d’un rang, en les déplagant en méme temps, d'un
rang vers la gauche, toutes les cases du c6té inférieur, et si 'on
fait tourner ensuite I'angle obtenu d’un demi-tour autour de son
sommet, on obtient I'angle de la fig. 59. Cela fait, si I'on pose
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cet angle sur les cases d’un tableau de sommes, la somme des
produits obtenus en multipliant le nombre de chaque case par le
coefficient correspondant de I'angle est égale au terme du tablean
qui se trouve dans la méme colonne | que le 1 supérieur de
I'angle droit, et dans la méme. diagonale — descendante que le
1 inférieur de I'angle.

Lorsque le c6té vertical de I'angle se réduit & deux cases, on re-
trouve le théoréme 1 (n° 78). Les autres théorémes donnent lieu
a des généralisations semblables & la précédente. Nous laissons au
lecteur le soin d’étudier les propriéiés des termes d’un tableau
de sommes, dans ses rapports avec les coefficients du triangle de
PascaL situés dans les paralléles a la diagonale ascendante #.

Lorsque I'on écrit le tableau des sommes et des différences
dans la disposition du carré arithmétique (n° 53), les théorémes
qui précédent prennent une forme plus symétrique. On peut,
d’ailleurs, les démontrer directement sur une figure. Ainsi, on
apergoit tout de suite (f£g. 60), que, dans tout tableau de sommes

Fig. 6o.

T

c

" 2 cl

disposé comme le carré arithmétique, le terme contenu dans la
case noire des fig. C,, Gy, C; est égal a la somme des termes con-
tenus respectivement dans les cases d'une diagonale ascendante,
multipliés respectivement par les coefficienls des développements
(14 x)?, de (1+z)® et de (1 + z)*.

En général, sil’on multiplie (2 + 1) termes du Tableau (fig. 61)
contenus dans les cases de la diagonale -» AC par les coeffi-
cients du développement de (1 + z)?, on trouve le terme contenu
dans la case B. Si I'on multiplie (n + 1) termes contenus dans la
ligne <- BA, respectivement par les coefficients de (1 — z)”, on
obtient le terme C. Enfin, si I'on multiplie (7 + 1) termes conte-
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nus dans la colonne 4 BC, par les mémes coefficients, on obtient
le terme A.

Fig. 61.

Ces propriétés s'appliquent a I'échiquier triangulaire, au pen-
tagone arithmétique et & I'hexagone, en supposant que ces ta-
bleaux sont prolongés indéfiniment dans tous les sens, par la
méme loi de formation.

PUISSANCES DES POLYNOMES.

79. Puissances du trinéme et du quadrindéme. — Si l'on fait le
développement de (a + b + ¢)P, en considérant (a+ b) comme
unc seule quantité, on a

(a+b+c)p=(a+b)P+-Cl(a+b)p-tc +...
+ Cjl(a+b)pP-7¢7+...+ cP;
en développant ensuite les bindmes du second membre, nous ob-
tiendrons le développement de la puissance du trindme. D’abord,
on voit que le nombre des termes, tous dissemblables, est, en
commengant par la droite,

(p+~(p+12),

I+2+3+...+(p+1)= T

chaque terme sera de la forme Ra*b3c?, en supposant que les
nombres a, 3, ¥ soient positifs ou nuls et aient p pour somme.
On trouve ainsi, avee la convention o ! == 1,
1
(a+b+cp=3 T axpder,
al3ly!
De méme, si I'on fait le développement de (e + b+ ¢ + d)P,
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en considérant (@ + b+ c) comme une seule quantité, on
trouve que le nombre des termes, aprés le développement des
puissances du trindme (a + b+ c), est

1.2

_+2_.3+u+..‘+(p+l)(p+9.)=(p+l)(p+2)(p+3)’
1.2 1.2 1.2 1.2 1.3.3

b}

etl'on a
_ p! a
(a+b+c+dp=32 m a2bBerds

pour toutes les valeurs entiéres, positives ou nulles de «, 3, 7, ¢,
qui vérifient la relation
o . a+B+y+8=p.
Et ainsi de suite.
80. Puissances des polynémes. — On peut encorc établir le
théoréme général de la manicre suivante. Considérons le polyndme

de ¢ termes
a+b+c—+...+1,

et multiplions-le par lui-méme, en écrivant les termes dans I'ordre
ordinaire, c'est-d-dire en multipliant d’abord le multiplicande par a

aa +ba+ca—+...+ la;

puis par b, puis par ¢, ..., par /; nous formons ainsi le carré du
polyndme. Si nous ne nous servons pas d’exposants, et si nous ne
faisons pas la réduction des termes semblables, les g2 termes du
produit représentent les B} arrangements complets des ¢ lettres,
prises deux & deux. En multipliant encore par le polyndme, sans
faire de réduction, nous obtenons les B} arrangements complets
des g lettres, prises trois a trois, et ainsi de suite jusqu'a Bf. Si
I'on fait ensuite la réduction des termes semblables, on voit que le
terme a®bbcY. .., de degré p, aura pour cocfficient le nombre des
permutations avec répétition de p lettres dans lesquelles « sont
égales 4a,3ab, ..., X a l; ona donc

r!- .
(l) (a+b+C+...+l)l’=2maibﬁcn...1).
Quant au nombre des termes du développement du second
membre, il est égal au nombre des combinaisons complétes de ¢
lettres, prises p & p, c’est-a-dire &

-1 .
D17= Cfu-q-l = C;"+'I-l )
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c’est, en effet. |- nambre des mats de p lettres faits avec un alphabet
de g lettres. chaque lettre pouvant étre repétée jusqu'a p fois.
mais de telle surt- que. dans chaque mot. les lettres soient rangées
suivant I'ordre alphabetique.

Soit, par exemple. = 3. on a

(Eadt=Sags—53%a'b—10ailt—auSatde

—30falic — 6 Xatbed — 1205 abede.

On observera que les T du second membre de cette formule ont
une signification lien différente de ceux qui se trouvent dans les
formules qui préce-dent: dans cette derniere formule. comme dans
celles du n" §7, les T représentent des fonctions symétriques dont
la théorie sera exposée plus loin. La détermination du nombre
de ces I revient a trouver toutes les manmi¢res de former un
nombre o par I'addition d'entiers positifs non croissants; cette
question rentre dans la théorie de la partition des nombres.

Eremple I. — Ddterminer. pour les dix premiéres valeurs de p. le
nombre des maniéres de former g par Iadditicn d'entiers positifs non crois-
sants.

On forme le Tableau suivant . s, 62 par la fermule

N;=NjZi— .\,",_ -
Fiz. » 2
P 123 3 36 - ¥ 9 1o \
1 1 1
2 IR | o
3 11 s
O T T 3
3 [ SR S | -
o 1 3 3 o1 g
h 13 3 3 2 o1 '
] | S T S T S | N
Q [ A LRI S T B 3
fo I3 N u = 3 3 2 i ¥

Partiticn Jdes nrmbres.

Ainsi le nombre des maniéres de former p = -, par I'addition de nembres
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non croissants, est égal 4 la somme des nombres de la septiéme ligne
L 3 4 3, 2 1,1

qui correspondent aux nombres de solutions qui commencent respective-

ment par
7. 6, 5 4, 3, 2, 1.

Ezemple II. — Calculer les coefficients du carré de
14T+ 2. ..+ 27,

Exemple III. — Calculer les coefficients des dix premiéres puissances
du trindme (1 + = + z?).

Ezemple I'V. — Dans le développement du carré de
1+ 4224, ,.+ pxP,

le coefficient de 27, pour ¢ < p, est égal &

q*+1q
6

Ezxemple V. — Le nombre des maniéres dont on peut amener le point n
avec p dés a jouer est le coefficient de z# dans lec développement de la

puissance
(z + 2+ 23+ 2d 4 T8+ 28 )P,

Ezemple VI. — Le produit
(293 + B3N [(y+ 3P+ (s+ P (r + y)3]
est la somme des cubes des polynomes

2.03---93 — 33 + 3 (y?+ 32),
23— 33— r3-4- 3y (32 + ),
233 — 3 — Y34 35 (r?+ y2).

81. Arrangements figurés. — Nous donnerons une démonstra-
tion de la formule (1) du numéro précédent, qui repose sur les
arrangements figurés.

Considérons un échiquier formé de p lignes horizontales et de @
colonnes verticales; déterminons le nombre des maniéres de
placer z pions sur des cases différentes de I'échiquier, et de telle
sorte qu'il n’y en ait pas deux sur une méme ligne. On observera
que ce nombre est nul pour 2> p; nous supposerons donc 2 Z p.
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Il faut d’abord choisir « lignes, parmi les p lignes données, ce qu — i

fait C3 combinaisons simples; puis, sur chacune des lignes choi—
sies, il y a a places; il en résulte a* dispositions différentes poumsmr t
une méme combinaison de z lignes ; donc le nombre cherché es® =t

Cga®, ou, en nous servant de la notation des factorielles

]
#_’ aZ.
2. (p—21).

En particulier, pour 2 = p, on obtient la figuration des arran——
gements complets BZ de a objets, pris p & p, qui sonl ense—

nombre a?.

Cela posé, considérons un échiquier de hauteur p et de lon- —

gueur (¢ +b+c+...+1!); on peut imaginer que cet échiquier

—

est formé par I'accolement d’échiquiers de méme hauteur p et dont =
les longueurs sont respectivement représentées par a, b, c, ..., 1.
Fig. 63.
a ] c z
o 8 Y . _. 2
e .

Arrangements figurés.

Le nombre de maniéres de placer p pions sur des cases différentes
de I'échiquier total, de telle sorte qu'il n’y en ait pas deux sur
une méme ligne, est égal, d’aprés ce qui précide, a

(a+b—-—c—+...+1)r.

Mais, pour une disposition quelconque, il existe, dans chacun
des échiquiers partiels, des pions en nombres 2, 3,v, ..., 2, nuls
ou positifs , qui vérifient de toutes les maniéres possibles la
relation

a-+=B-+v+ ... .--A=p.

Prenons des valeurs déterminées de 2, 3, v, ..., X qui vérifient

cette relation, et cherchons le nombre des dispositions correspon-



CHAPITRE VIII. — LA MULTIPLICATION ALGEBRIQUE. 145

dantes des p pions sur les cases de I'échiquier total. Ce nombre
est évidemment égal au produit des nombres des dispositions de a
pions sur les p lignes du premier échiquier partiel, de f pions sur
(p — ) lignes du second, de y pions sur (p — a — §3) lignes du

troisiéme, et ainsi de suite; on trouve ainsi

P! (p—a)! (p—a—B)!
T —a) X B —a—P1 O Tp—a—B—1)]

cY X o4y

ou, aprés réductions,

1
m’:'.'. N a’b?cY R LN

En faisant la somme de ces nombres, pour toutes les solutions
de I'équation de condition, on obtient la formule (1) du n° 80.
Avec la notation des arrangements complets, cette formule peut
s’écrire

p! )
Blibicht= ZmBZBgBI.-.B,.

Mais, au lieu de traiter le probléme par la seule condition qu’il
n’y ait pas deux pions sur une méme ligne, on peut ajouter cette
condition qu’il n’y en ait pas deux sur une méme colonne; alors
les Arrangements complets figurés se transforment en Arran-
gements simples figurés, et 'on ala formule

p! .
‘\£+b+r+...+l=2m AZABAY...A);
Cette formule donne l'extension aux polynémes de la formule
du bin6me de VANDERMONDE.

RemarQuE. — Au lieu de supposer que les lignes de chaque échi-
quier partiel contiennent le méme nombre de cases, on peut sup-
poser que les p lignes du premier contiennenl respectivement
Ay, Qs ..., ap cascs; que les p lignes du second contiennent
by, by, ..., bpcases, etainsi de suite. On peut, de plus, admettre
que chaque case de ’échiquier peut recevoir jusqu’a n pions, que
chaque ligne peut contenir respectivement jusqu'a n,, ny, ..., np
pions; en outre, on peut encore faire des conventions pour cha-
cune des colonnes de I'échiquier.

E.L. — L 10
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En traitant alors ce probléme général de la disposition des
pions, en I'étendant aux échiquiers cubiques, et au deld, on ob-
tient des formules qui donnent, comme cas trés particuliers, les for-
mules les plus générales de Waring, dans la théorie des Fonctions
symétriques, et celles de Wronski, dans la théorie des Facultés
arithmétiques et dans sa Lot supréme des différences.
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LIVRE IL

LES NOMBRES RATIONNELS.

CHAPITRE IX.

LES NOMBRES FRACTIONNAIRES.

82. Les nombres fractionnaires, — Nous admettons que |'unilé
Peuv étre divisée en n partics égales, que 'on désigne par %;

€€  postulatum correspond a celui d’EvcrLive, puisque celui-ci
F€ v ient 4 la division d’une longueur en parties égales. Mais on
P€uwat se passer de ce postulatum, si I'on veut se reporter a I'In-
LT Auction de cet Ouvrage.

#éfinitions d’une fraction % et de ses deux termes. Numéra-

te 2e , et Dénominateur. )

A\ ddition et soustraction des fractions de méme dénominateur.

Multiplication et division d’une fraction par un entier.

On ne change pas la valeur d’une fraction en multipliant ses deux
terimes par un entier.

MXRéduction des fractions au méme dénominateur (*)-

~«dddition et Soustraction des fractions. — Simplification des
T€s ultats, lorsque l'on apercoit un facteur commun aux deux
texrayes.

e——

_C*) Les théories du plus petit dénominateur commun et du plus grand commun
1viseur sont reportées A la divisibilité arithmétique. La théorie des fractions dé-
Clmg]es périodiques est reportée a celle des congruences bindmes.
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Multiplication des fractions. — Le résuliat est indépendant
de I'ordre des multiplications. — Puissances des fractions.

Division des fractions. — Fractions de fractions.

En général, les régles ct les théorémes sur les quatre opérations
fondamentales des fractions i termes entiers et positifs s’appli-
quent aux expressions fractionnaires dont les termes sont des frac-
tions.

Exemple I. — On exprime le nombre 100 par une somme de nombres
fractionnaires nc contenaunt qu'une seule fois les neuf chiffres significatifs
par I'égalité

5+3 6
100 = 97 + 3 +';+_';’

3

Eremple II. — Les fractions étagées. — C'est une suite de nombres
ay, ay, ay, ..., @uiyq, qui sont disposés verticalement et séparés successive-
ment par (n +1) barres de fractions. Cette notation ne saurait étre em-

Fig. 6.

- ,n—p

n+q a,

Apay

Ap+2

y —
\ Aupyvy

Les fractions ¢lagées.

ployée en Arithmétique, sans I'adjonction de parenthéses, car clle n’aurait
pas de sens précis. Mais il y a licu de détermincr le nombre des résultats
que l'on peut obtenir cn laissant & ce symbole sa plus large signification.
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Désignons par (n—+1)lec nombre des barres de fraction, par ¢4y le nombre
d’interprétations correspondantes; supposons que la fraction étagée de
(n —+1) barres se compose du quotient de deux autres contenant respecti-
vement p et (n — p) barres; le nombre des interprétations différentes est,
dans ce cas, égal au produit de ¢, par {,_p,. Par conséquent, si I'on sup-
pose p successivement égal a la suite des enticrs o, 1,2, ..., 7, on a la loi
de récurrence

1= lotn+ Ulp_g1 4+ taly_g+...+ tag b1+ Lp .
D’ailleurs, pour les premiéres valeurs de n,
ty=1, =1, ty=2, ty=>5, P

par conséquent, en se reportant a 'Exemple IV du n° 54, on en déduit

n

ty = C,,,.

n-—+1
83. Les nombres inverses ou réciproques. — Deux nombres
fractionnaires sont dits incerses ou réciproques, lorsque leur pro-

. . . 1 .
duit est 1. Ainsi @ et — sont des nombres inverses, pour toute va-

leur entiére de @, positive ou négative, ct puisque la série des
nombres entiers est illimitée, 1l en est de méme de la série de leurs
inverses. On peut donc considérer des suites indéfinies de frac-
tions qui s’approchent de zéro autant qu’on veut, sans que ces
fractions soient constamment nulles. De la, la notion d'infini-
ment petit qui se déduit de celle du nombre infini, de méme
que la division est I'inverse de la multiplication.

Les Tables des nombres inverses, ou réciproques, sont trés utiles
pour la simplification des calculs; la Table la plus étendue, celle de
Oaxxes, publiée 4 Liondres en 1865, donne les premiéres décimales
des inverses des nombres entiers jusqu’a 100000; au moyen de
Tables proportionnelles, on peut encore obtenir facilement les sept
premiéres décimales des inverses de tous les entiers jusqu’a
10000000. L’emploi simultané de cette Table et d’'un procédé ra-
pide de multiplication, comme celui de la Table des quarts de
carrés, permet de remplacer, dans les calculs approchés, la division
(a:b) par la multiplication de a par I'inverse de & (n° 25).

84. Les fractions algébriques. — Les régles énoncées dans les
numéros précédents s'appliquent aux fractions algébriques. Par
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suite, les opérations algébriques de I'addition, de la soustraction et
de la multiplication, s’appliquent aux polyndmes dans lesquels les
cocfficients et les variables sont des nombres fractionnaires, po-
sitifs ou négatifs. Il en est de méme des théorémes sur la divisi-
bilité par (z — a), et sur I'identité des polyndmes (n° 72 et 73).

Division des monomes. — Régle des signes. — Régle des ex-
posants.

Exposant zéro. — Exposants entiers négatifs. — Les théo-
rémes représentés par les trois formules

aP X al = apP+1,
ar : a?l = ar-1,
(arP)?1 = art

s'appliquent a toutes les valeurs entiéres, positives, nulles ou né-
gatives des exposants p et gq.

Exemple I. — Si I'on ajoute terme a terme des fractions dont les déno-
minateurs ont le méme signe, on obtient une fraction intermédiaire, c’est-
a-dire comprise entre la plus petite et la plus grande d'entre elles. — Cas
de I'égalité des fractions.

Les anciens mathématiciens de I'Inde, de 'Egypte et de la Gréce, ont
souvent employé le procédé dit de médiation, qui consiste a remplacer
dcux fractions

2 et

a
d b’

. a+c . .
par leur médiante 5o’ comprise entre les deux premiéres, pourvu que

b et d soient positifs. Ainsi, par exemple, les deux nombres

333

22
— et —
7 106

donnés par ARCHIMEDE et par les géométres indiens, qui représentent par

excés et par défaut le rapport de la circonférence au diamétre, conduisent,
; FETI 355 ,

par le procédé de médiation, au rapport 3 donné par METIUS.

Exemple II. — Vérifier la formule

a—b b—c c—a c a b _
( c TTa T3 a—otr—<cte—a)=¥

en supposant @ + b + ¢ = o.
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83. Les progressions harmoniques. — On dit que des nombres
forment une progression harmonique lorsque leurs inverses sont
en progression arithmétique. Nous représenterons cette progres-
sion par

a,b,c,...,h,k, 1, désignant des termes en progression arithmé-
tique de raison r; d'ailleurs, nous supposerons, dans ce qui suit,
qu'il 0’y a aucun dénominateur nul.
En particulier, les inverses des nombres entiers forment la
série harmonique
1

[ G | 1 1 vl 1

- - - -

3? Z;Ig} 5’ 7- 3’ 9 XTI 33 IEEEE

1
-
2

En partageant cette série en groupes renfermant successivement
1,1,2,4,8, ..., 2" termes, on voit que chacun de ceux-ci est plus
grand que le dernier de son groupe, et que la somme des termes de

chaque groupe est plus grande que i La somme des termes de

la série augmente indéfiniment ; la série est dite divergente.
Plus généralement, la somme des termes d’une progression har-
monique indéfinie est divergente. En effet, pour un terme quel-

conque, on a
1 ]

1
a-+nr r

’

a
—+n
r

en désignant par p l'entier plus grand que (n + ‘—:) ) les termes

de la progression sont respeclivement, & partir de ce terme, plus
petits que le quotient par r des termes

I 1 1

p p+1 p+2

) eoe

de la série harmonique.
On ne connait pas de formule simple pour exprimer la somme
des termes d’une progression harmonique.

Ezemple I. — On a I'identité

1 1
e s —_—_—— —_— et
3 4 an—1 2n n+1 n—+2 an

I
1— -+
2
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On la démontre immédiatement en retranchant des termes de rang pair
de la somme des 2n premiers termes de la série harmonique la somme

des n premiers termes de celle-ci (CATALAN).

Exemple II. — On a l'identité suivante, duc a DinricuLer,

(:—.'__1');(%—';—%)+...+(2_n'j_“__'_2_i_-;)

2 4 6

1 1 1 1 1 1Y
=-{1t—- -+ —— —).

2 2 3 2—1 2R

Cette formule se démontre immédiatement, en réunissant chaque terme
positif de la parenthése avec le terme négatif qui le suit. Ainsi

1 1 1
fn—a2a in 2(2"—] an

Hy= - LI
= a5 T b Tea TUT W

abe bed cde

Hom ' 't
YT @bed T bede T edef T

...............................

L

ki

l];--—-—'—r-L +—l—~ P ~—2_7,
I

ghkl

r 1 1
S A
ar 1 1
abc ~ ab ~ bc’
3r 1 1
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En particulier, si I'on considére la séric harmonique, on a les
formules de Leiss1z et de StinLine

' 1 1 1 1 1
a3 + ——— = —
n(n—+1) n-+1
1 f 1

—_— e i —————— =

V[ 1 )
1.2.3 7 2.3.4 U n(n+1)(n+2) ;[T._i_(n+|)(n+a)J’

1 1 1 1 1
1234 T anen(mra)n+3) 3[1.2.3—(n+|)(n+a)(n+3)]’

............ I R I I I I R I R P I R I R U A L I S

On peut, d'ailleurs, vérifier a posteriori la formule suivante,
qui les renferme toutes :

a=n

D ! __l[L_ ! ]
’=la:(.z-+|)...(.p+p) rlp! (n+1)...(n+p)

Lorsque I'entier n augmente ind¢finiment, cetle somme a pour
limite
1
p-r
Exemple I. — Si le premier terme d'une progression arithmétique est

@ = 1, comme dans les progressions donnant naissance aux nombres poly-
gonaux (n° 36), on a

a+aab+3abc+...4+(n—1)abc...k= - [abec ..kl —1],

!
>
S22 3 . A
ab " abe T abcd "V abe... i 1 abe...1
En particulier,

il 422! +3.3!+...=n.n!l =(n+1)l —1,

.'_--__3._;_3_,_ L S
2! 73! 4! "'+(n+l)!— (n-1)!
Exemple Il. — Si I'on pose
en L
YR TRY! nt'

on a les formules
epry=(n+1)e,+1,
ep+1=(n+2)ep— nep—y.
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Exemple III. — Si deux progressions arithmétiques

a,bye,...., kI,
a, p) ORI ) A,
ont la méme raison r et le méme nombre de termes, on a la formule
a ab abe... k l[a abc...l]

Ki+m+"'+a,’37...x)\= rla aBy...x

En mettant i en facteur, les fractions du premier membre ont, dans les
deux termes, le méme nombre de facteurs.
87. Triangle harmonique de Leibniz. — Si I'on pose

Uy = =
’
n

on a, avec les notations du calcul des différences,

Atug = (n+i)n+2) nn+1) na+1)(n+a)

et, en général,
AP (—n)rp!

Un= n{n+1)...(n+p)

Par conséquent, le Tableau des différences de la fonction w«,
représente les inverses des factorielles successives multipliées, dans
chaque colonne, par un méme nombre, ou encore les inverses des
termes du triangle de PascavL, divisés, dans chaque colonne, par
un méme nombre; ce Tableau différe peu du Triangle harmo-
nigue de Lem~iz. En appliquant a ce Tableau deux des formules
fondamentales du calcul des différences (n°® 75 et 76), on a ainsi

L& _1_ G . G (=nr.
nnp—-—1t)...qn+p) n n+1 n+2 " n+p’
v _ 1 r__ plp—1) . (=1rp! .
n+p n n(n+1) n(n+1)(n+2) 7 n(rn+1)...(n+p)

Ces formules subsistent en remplagant le nombre entier n par
un nombre fractionnaire quelconque z.
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Ezxemple I. — Si la progression arithmétique de raison r a (p +1)
termes. on trouve

ptrr v GG (=1

abe... 1 a ; Yo Tt
1 rA}, rtAl (—r)yrAl
i1 a " ab " abe T abe. 1’

en désignant respectivement par les lettres G et A les combinaisons et les
arrangements simples.

Ezemple II. — La fraction

x(zx +2)(x+4)...(r+2p—2)
(z+1)(z+3)(r+5)...(x+2p—1)

est égale au développement de

1 2 1.3 3 1.3.5

—Ct -
! C"r+|+ P(z—+1)(x+3) C"(z+|)(z+3)(a‘+5)+""

Ezxemple IIl. — La fraction

1.3.5...(2p—1)
(r+1)(x+3)...(x+2p—1)

est égale au développement de I'expression

x s T(x+2) s T(r+2)(x+4)

e e CE ) A CE N R G

Ezxemple IV. — La fraction

2.4.6...(2p)
(x+2)(x+ 1)..(or+2p)

est égale au développement de

Exemple V. — Si n > 2 est un entier pair, on a

n—1  (n—1)(n—3)
-+ LECES
n—22 (n—2)(n—4§)

n=1+

(n—1)...9.7.5 b
(n—=2)...8.6.4 " “(n—2)...6.4.
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et si n est un entier impair, on a

n—i1 (n—1)(n—13) | (n—r1)...6.4.2
n—a2 (n—a2)yn—3) T (n—2)...5.3.1

n=1-

Ezemple V1. — Quels que soient les nombres a, b, ¢, ..., k, I, on a
I'identité
1 ﬂ-}—l_l_(a-f-l)([)-i-l)_’_' '+(a+l)(b+n...(k+|)

'+t abce ’ abe. ..kl

_(a+=0)(b+1)...(I+1)
- abc. .. ki )

88. Les progressions géométriques. — Une progression géomé-
trique est une suite de nombres tels que chacun d’eux est égal au
précédent multiplié par un nombre constant ¢ que 'on appelle
raison de la progression. Nous désignerons par

swa,bye,. .,k L

les n termes de la progression, par P et par S le produit et la
somme des termes. On a les propriétés suivantes :

I. Le quotient de deux termes de la progression est une puis-
sance de la raison dont I'exposant égale la différence des rangs des
deux termes.

II. Si Pon multiplie ou si 'on divise terme a terme deux pro-
gressions géométriques, on obtient une progression géométrique
dont la raison égale le produit ou le quotient des raisons des pro-
gressions données.

III. Le produit de dcux termes équidistants des extrémes égale
le produit des extrémes.

IV. Le carré du produit des termes d’une progression géomé-
trique égale le produit des extrémes élevé a une puissance dont
Pexposant est égal au nombre des termes.

On a donc

n(n—1)

! = aqn—l’ P2= ((ll)", P= anq 2

89. Somme des termes d’une progression géométrique. — Pour
g=1,0onaS=na,etpourqgi,

s—lg—a
q—1

’
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ou cncore

S=ael"—1'.
q‘—l

Les puissances successives des nombres plus grands que 1 vont
en croissant et peuvent dépasser un nombre donné, quelque grand
qu'il soit.

Les puissances successives des nombres positifs plus petits que
1 vont en décroissant et peuvent devenir plus petites qu'un nombre
donné, si petit qu’il soit.

La progression est croissante ou décroissante selon que la rai-
son, supposée positive, est plus grande ou plus petite que 1. Elle
est alternée, lorsque la raison est un nombre négatif.

La somme des termes d’une progression géométrique indéfinic
dont la raison est un nombre plus petit que 1, en valeur absolue, a

pour limite
a

1—q

Exemple I. — Un tonneau contient a litres de vin. On ¢n tire un litre
que 'on remplace par un litre d’cau; puis on tire un second litre du mé-
lange, que I'on remplace par un litre d'cau, et ainsi de suite. Quelle est la
quantité de vin que contiendra le tonneau aprés n opérations?

Réponse

(a—a1)n .
an—1t

Exemple II. — Une femme porte des ceufs au marché, elle en vend a une
premiére personne la moitié, plus la moiti¢ d'un ceuf; a une seconde per-
sonne, la moiti¢ de ce qui lui reste, plus la moiti¢ d’'un euf. Aprés n opé-
rations de ce genre, elle a tout vendu, Combien la marchande avait-clle
d’eufs en arrivant au marché?

A la derniére personne, la marchande a vendu un wuf; a l'avant-derniére,
deux eufs; a la précédente quatre, ct ainsi en remontant. Elle ¢n avait
donc en tout 22—,

Exemple IIl.— Des joueurs cn nombre n, et en ordre donné, conviennent
que le perdant doublera I'argent des (n —1) autres. Ils perdent chacun
une partie, dans 'ordre donné et, a la fin, ils ont chacun la méme somme
a. Combicn chacun avait-il au commencement?

Le probléme se résout en établissant la situation de chaque joucur aprés
la (n — 1)=* partie, puis aprés la (n — 2)"= partie, et ainsi de suite, en re-
montant.
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On trouve

1--qn—1p 1+ 28-1pn 1T+n
@ a, ...,
an 2n on

a-

Eremple I'V. — Des joueurs en nombre n et en ordre donné jouent d =
la maniére suivante. Le premier joue avec le deuxiéme ct perd la g*™ par —
tie de ce qu'il a, le deuxi¢me joue avee le troisiéme et perd la g™ particz
de ce qu'il posséde a ce moment, ct ainsi de suite. Enfin le dernier joue
avee le premier et perd la ¢'™ partic de ce qu'il posséde alors. A la fin
du jeu, les joueurs possédent la méme somme a; quelle somme chacun
d’eux avait-il au début du tournoi?

Exemple V. — Si lon désigne par S, el S,—; la somme des n et des
(n —1) premiers termes d'une progression géométrique de raison ¢, la
somme des produits deux a deux des n termes de la progression géomé-
trique a pour expression

q

77 SaSae:

Exemple VI. — On multiplie respectivement les n termes d’une progres-
sion arithmétique de raison r,

tabye, oo, bk,
par les n premiers termes d’une progression géométrique de raison ¢,

I Y

= 171

trouver la somme
az+ b8 +cy+...+ A

Exemple VII. — Si I'on désigne par «, la somme des termes de rang
n de deux progressions géométriques, ayant pour raisons g et ¢', on a la
formule de récurrence

Unsa=(q + q' Y Upsy—qq Uy,
Exemple VIII. — L’expression
(I+x+ 22+, .+ Th)—0rn
est le produit des deux facteurs
1+ 2+ 22+, ..+ 2n+)
L+ T 224 ..+ 21,

Exemple IY. — On a

+2)+2)a+2) .. . (1+2V) =1+ T+ 2+ 23+, 42?1
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plus généralement, si 'on pose
Sp=1+ 2P+ 2 +. ..+ xle-1p,
on a l'identité
fifseo o fp=14+Z+ 22+ 23 +. ..+ 2P"1,
v . 1
Ezxemple X. — Lasomme de toutes les fractions de la forme ———
(p 1)1+t

a pour limite 1, lorsque I'on donne & p et g toutes les valeurs entiéres et
positives (GoLpsaca). — En effet, il faut faire la somme des fractions

1 1 1 I
1 1 1 1
1 1 1 1
OO T

cee Ry L cae ceas

Mais la limite de la somme des termes d’une ligne quelconque

ror r est — 1.
pop opt pv (p=0p’

cv ey

la somme des termes du tablecau a donc pourlimite (n° 86)

90. Propriétés des polynomes ordonnés. — Nous allons dé-
montrer la proposition suivante : Etant donné un polynéme f(x),
ne renfermant pas de terme constant, on peut trouver un
nombre positif h tel que, pour toute valeur de x comprise entre
— het 4+ h, la valeur de f(x) soit comprise entre — k et + k,
si k est un nombre positif donné, aussi petit qu'on voudra. —
En effet, soit

f(r)=air + asx?+...+ apx";

soit o la valeur absolue de .z, R la valeur correspondante de f(x)
et A la plus grande des valeurs absolues des coefficients du poly-
ndme; on a évidemment

RZA(p+p2+...+p"),
ou
A(?_Pn+l)
I—p ?

R

ralll
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et a fortiori, en supposant g <1,

A2
R<—=;
d'ailleurs, de I'inégalité
._\_?_ < Kk,
1—7
on tire
-~ < k
PSASTE

Sil'on désigne par /i le second membre de I'inégalité précédente,
on en déduit que le polyndme f(.r) est toujours compris entre — &
et + A, lorsque lavaleur de r est comprise entre — A et <+ A.

On a encore la proposition suivante : Lorsqu’un polynéme est
ordonné suivant les exposants croissants de x, on peut trouver
un nombre positif h tel que, pour toute valeur de x comprise
entre — et + hyle polynéme f(r) aitle signe de son premier
terme et en différe d’aussi peu que Uon voudra. — En effet,

soit
SIx)=aprP+ap rPri+. ..~ a,r*

le polynéme donné; on a

Sy
a,rp

=1—3(r),

et il suffit de déterminer /i de telle sorte que ie polynome o (r)
soit, en valeur absolue. plus petit qu'un nombre positif donné A.

Les deux théorémes qui précédent s’appliquent pour les ex-
posants croissants: les deux qui suivent, pour les exposants dé-
croissants @ Lorsqu’un polynime est ordonné suivant les ex-
posants décroissants, on peut trouver un nombre positif ) tel
que, pour toute valeur de & dont la valeur absolue surpasse .,
le polynome aitle signe de son premier terme. — Soi, en effet,

SJir) = @rt—aqpri-t= L —dg;
si 'on remplace r par)»~'. ona

FACAN 1= 20))

ayax’
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2()) désignant un polyndme ordonné suivant les exposants
croissants de ) et n’ayant pas de terme constant. On peut donc
trouver un nombre positil' & tel que pour toute valeur de ) com-
prise entre — h et + A, la valeur absolue du polynéme soit plus
petite qu'un nombre positif donné &; parsuite, sil'onpose A =A~?,
lorsque la valeur absolue de x est plus grande que 2, le rapport
du polyndme a son premier terme est compris entre (1 — &) et
(1 + k).

Ainsi, lorsque la valeur absolue de x devient plus grande qu’un
nombre aussi grand qu’on veut, le rapport du polyndme & son pre-
mier terme a pour limite 1. Plus généralement, lorsque x croit
au dela de toute limite, le rapport de deux polyndmes de méme
degré s’approche autant qu’on veul du rapport des coelficients des
deux premiers termes.

Lorsqu’un polynéme est ordonné suivant les exposants dé-
croissants, on peut trouver un nombre positif p., tel que la valeur
absolue du polynome f(.x) soit plus grande qu’'un nombre po-
sitif L., donné aussi grand qu’on voudra. — En effet, soit p la
valeur absolue de z, R la valeur absolue de f(.r), et ro, 1y, .. , 1,
les valeurs absolues des coefficients de f(.r). Puisque la valeur ab-
solue de la somme de deux nombres est plus grande que la diffé-
rence des valeurs absolues, on a, en considérant f(r) comme la
somme de son premier terme et de tous les autres

R> rypt--crzn -t o0+ ry;
si 'on pose R > L, c’est-a-dire
roatt-—(ryph=tae pyan=t - L3 o,
et sil'on désigne par 7 le plus grand des coefiicients, tous positifs,
de la parenthése, Pinégalité précédente sera vérifiée si Pon a
ropt— p(pn=ta-gh-2 o) >0,
ou bien
PY -

1
,.0911_,. nP — >o,

et a fortiori, en supposanl 3 >1,
ron

rys P
D P —
DR P B 1"

> 05
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il suffit donc de prendre

r
®=1-+ ’_—o'

En particulier, si I'on suppose L = o, le nombre p est tel que
le polyndme ne peut s’annuler lorsque la valeur absolue de z sur-
passc &, et 'on dit que p est une limite supérieure des racines de
I'équation f(x)=o.
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CHAPITRE X.

LE CALCUL DES PROBABILITES.

91. Probabilité et certitude. — La probabilité d’un événement
est le rapport du nombre des cas favorables au nombre total des
cas possibles, en supposant tous les cas également possibles et en
nombre limité. Ainsi, la probabilité est un nombre fractionnaire
compris entre les limites o et 1, qui sont respectivement les sym-
boles de I'impossibilité et de la certitude. Le compte des cas fa-
vorables et des cas possibles appartient & 'analyse combinatoire
qui suffit, en général, pour résoudre les premiers problémes qui
concernent les probabilités. Au moyen de quelques théorémes fon-
damentaux, ce calcul n’est plus qu'un Chapitre particulier de I'A-
rithmétique, ou de la Doctrine des nombres entiers, comme celui
de la Géométrie de situation.

Ezemple I. — Un sac contient p boules blanches et ¢ boules noires:
quelle est la probabilité d'extraire, d’un seul coup, @ boules blanches et b
boules noires?

La probabilité cherchée est le rapport du produit Cj}Cja Cath.

Ezxemple Il. — La loterie. — Un sac contient p numéros et I'on en tire
g ; quelle est la probabilité d’obtenir r numéros désignés a I'avance?

La probabilité cherchée est le rapport de C7-7a C7. — Dans I'ancienne
loterie, on avait p = go et ¢ = 5; en faisant varier rde 1 a 5, la formule pré-
cédente donne la probabilité de I'extrait, de I'ambe, du terne, du qua-
terne et du quine.

Exemple III. — On tice trois boules d'un jeu de n lotos; quelle est la
probabilité pour que I'un des nombres extraits soit é¢gal 4 la somme ou a
la demi-somme des deux autres?

Dans les deux cas, on trouve

Pour nopair..............oo oLl ——

Pour n impair............... ... ... ——
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E.remple IV, — Un sac renferme b boules blanches et 2 boules noire«
ct I'on suppose b 3> n; on tire ces boules une a une et I'on demande la
probabilité que. a aucun moment du tirage, le nombre des boules noires
sortics n'aura dépassé celui des boules blanches.

Si I'on représente les boules blanches sorties par des pas verticaux |, sur
un échiquier et celui des boules noires par des pas horizontaux —, la pro-
babilité cherchée sera. daprés la théorie de I'échiquier triangulaire de
DELANNOY et du carré arithmétique de FERMAT (n* 33 et 34,

T)! h—n—1
F, ™ b—
Eremple 1. — Un joucur a magné n parties et en a perdu n: on de-
mande la probabilité que ses pertes n'ont jamais dépassé ses gains.
Qn a. comme ci-dessus, pour la probabilité cherchte, avee b = n,
Tz '

Fi ™ n—

Exemple Vl.— Le scrutin de ballatta ge. — Deux candidats sont soumis

a un scrutin de ballottage: le premier. A, obtient a suffrages, est élu, et

I'autre. B. n'obtient que & suffrages. On demande la probabilité pour que.

peadant le dépouillement du serutin. les voix de I'élu A ne cessent pas une
seule fois de dépasser celles de son concurrent?

Représentons les vaix de I'élu A jar des pas verticauv . et celles du

candidat malheureux B par des pas horizontaux — : le nombre total des

maunic¢res dont peuvent se combiner les voiv des deun candidats est égal

N

an nombre dos marchos 30 T Thur ponT s2 rendng it ia case de coonden-
.
:

acde Fegrunr., ¢ sst-i-dire a F. Dautre

noes sl f dans le
pant, le vombre d¢
quelles Tos ven de
des manmercsdoant latsa

s mssamgs
S TEIMNE
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coordonnées (a, b), sans sortir de I'échiquier triangulaire PXQ de De-
LaNNoy; la probabilité cherchée est donc

Tiy _a—0
Fz _(l—:—b

Plus généralement, la probabilité pour que I'écart ne soit jamais infé-
rieur 4 un nombre donné ¢ est fournic par le rapport de T4_. a F4, ainsi
(u'on le voit en baissant de (¢ — 1) rangs la ligne PQ.

D’autres solutions de ce probléme ont été données par MM. J. BERTRAND
et D. ANbRE, dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences
(t. CV, p. 369 et 436; Paris, 1887).

92. Probabilité composée. — Lorsqu’un événement se com-
pose du concours de deux ou de plusicurs événements simples,
indépendants les uns des autres, la probabilité de I'événement
composé est le produit des probabilités des événements simples.

Si un premier événement influe sur la probabilité d’un second,
la probabilité de I'événement composé est le produit de la proba-
bilité du premier par la probabilité réduite du second, c’est-a-dire
celle qu’il acquiert quand le premier est arrivé.

93. Probabilité totale. — Lorsque les cas favorables a I'arri-
vée d'un événement peuvent se présenter de plusieurs maniéres
qui s'excluent mutuellement, la probabilité de cet événement est
égale a la somme des probabilités que 'événement se présentera
de chacune de ces manitres.

Ainsi, soit p; la probabilité de I'événement lorsque la cause ¢;
agit certainement et exclusivement, et ¢; la probabilité que cette
cause est ev jeu, la probabilité P de I'événement est

P=pigi+prgqa+...+pigi+....

Exemple I. — Quelle est la probabilité¢ d'amener un as, au moins une
fois, en jetant deux dés?
Cette probabilité est

5 Ll _n
676 6 36

Ezemple II. — Quclle est la probabilité qu’un joucur améne un bre-
lan a la bouillotte?

On trouve
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Exemple IIl. — Probabilité pour obtenir un as, une seule fois, en je-
tant quatre ou cinq dés.

On trouve
500 1651
_— et - .
1296 To76

Eremple I1'.— Quelle est la probabilité d'obtenir le point 7 avec deux
dés, avant qu'aucun autre point se produise deux fois ?
On trouve
=303
13860

Exemple 1. — On jette en lair cing piéces de monnaie; la probabilité
pour qu’clles montrent trois piles et deux faces est égale a .

Exemple J'I. — Dans une loterie de joooo billets, il y a trois lots; on
prend ¥ooo billets, Quelles sont les probabilités d'obtenir un lot ou de les
gagner tous les trois?

On trouve respectivement

61 1
= et — -
125 123

Eremple VIl. — Une urne contient 1o boules blanches, 10 boules
bleues et 10 boules rouges: on en prend troisau hasard. Quelle est la proba-
bilit¢ d’amener une boule de chaque couleur?

On trouve

100
300

Eremple VIII. — En combien de coups peut-on parier, avec chance
égale, que I'on aménera trois as deux fois, en jetant trois dés?

Il faut 361 coups.

Exemple I.Y.— En combicen de coups, avec un scul d¢, peut-on parier.
avee chance ¢gale, de voir les six faces?

En 13 coups.

Eremple Y. — En combien de coups, avee deux dés. peut-on parier.
avec chance égale. d’amener tous les doublets?

En 79 coups.

La plupart des exercices précédents sont empruntés a MoIVRE.

9%. Théordme de Bayes. — Désignons par p,, pa, ps. ... les
probabilités que des causes ¢y, ¢3, ¢3. ..., qui s’excluent mutuel-
lement, donnent respectivement 4 un événement, et par q,, g,.
@s. --. les probabilités respectives de ces causes. Supposons que
I'événement considéré ait ¢té observé dans une épreuve, la proba-
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bilité w; que I'arrivée de I'événement est due & la cause ¢; est
donnée par la formule

Piqi
W=
Mmar+parga+...

Eremple I. — Une urne contient b, boules blanches et n; boules
noires: une deuxi¢me urne conticnt by boules blanches et ny boules
noires, ...; une r® urne contient b, boules blanches et n, boules noires.
En tirant de ces r urnes une boule, cclle-ci se trouve blanche. Quelle est
la probabilité que cette boule est sortic de 'urne de rang ¢?

On trouve, par 'application du théoréme de Bayes, pour numérateur et
pour dénominateur de w;,

v by 1 b
- —--— et - —
rb; -n; rb; —n;

b; ~ b
W= T . : — T
C T hi+ g bi-- ny;

Eremple II. — Une urne contient cinq boules, les unes sont blanches.
les autres sont noires, mais on ignore en quelle proportion. On tire sin
boules, en remettant aprés chaque tirage la boule sortie, et il ne sort que
des boules blanches. Quelle est la probabilité pour que I'urne ne contienne
que des boules blanches?

Supposons d’abord que toutes les combinaisons possibles des cinq boules.
les unes blanches. les autres noires, aient été prépardes dans des urnes
drapparence identique et que le hasard ait décidé le choix de I'une delles.
Alors les probabilités ¢y, gs. ... sont égales entre elles, et Iapplication du
théoréme de Baves donne. pour la probabilité cherchée,

on a done

56

FEIREUIRE TR T

Mais si I'on a composé Furne. en tirant au sort, par le jeu de pile oun
face, la couleur de chaque boule, les probabilités ¢y, ¢,. ..., seront pro-
portionnelles aux nombres 3, 10, 10, 3, 1, et la probabilit¢ cherchée serait

56

3 18— 10.2%+ 10.364-5. {5+ 1.5

Exemple IIl. — Une urne contient a boules, noires ou blanches, dont
on a tiré la couleur & pile ou face, avant de les introduire dans 'urne. En
faisant u tirages dans l'urne ainsi composée, on obtient b boules blanches
et n boules noires. Quelle est la composition la plus probable de 'urne?

On trouve
aa-+am aa-=-»n .

— — —— blanches et — —.~— noires.
2 a-+p 2 a-+p
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95. Théoréme de Jacques Bernoulli. — Soit p la probabilité
d'un événement et ¢ le nombre de fois qu'il se présente dans une
suite de s épreuves; soit P la probabilité que la différence entre p
et (a : s) soit inférieure. en valeur absolue. a e. On peut toujours
prendre s assez grand pour que P diflére aussi peu qu'on voudra
de l'unité.

Lorsque la probabilité d'un événement est variable d'une
épreuve i lautre, le théoréme de Berzourrr n'est plus applicable.
La généralisation proposée par Poissox, sous le nom de loi des
grands nombres, manque non sculement de rigueur. mais aussi
de précision.

96. De P’espérance mathématique. — Lorsqu’un événement en-
core douteux doit amener un certain hénélice, on appelle espé-
rance mathématique, le produit de ce bénéfice par la probabilité
de I'obtenir. Lorsque la somme espérée est connue, la recherche
de la probabilité et celle de I'espérance mathématique forment un
méme probléme. Mais. si des événements avant pour probabilités
respectives py. p:. py. - .. donnent droit aux sommes respectives
Sy $2. $3. .. .. 'espfrance mathématique est

PrS1— P23y — P3S3— ...

Ainsi, 'espérance mathématique est connue lorsque I'on a cal-
culé les probabilités respectives des divers cas possibles: mais,
parfois. il est plus simple de calculer directement I'espérance.

Erxemple I. — Pierre et Paul jouent au jeu de rencontres. Un sac con-
tient 2 boules numérotées de 1 a u; Paul tire successivement les x boules
et sengage a donner a Pierre 1" chaque fois quun numéro sortira a son
rang. Quelle est P'espérance mathématique de Pierre?

- . ' .
I'espérance est pour chajque tirage — 1™, et pour les 2 tirages. elle est
iy
égale @ 1™ Nous calculerons plus loin, au Chapitre XIIIL la probabilité du
jeu des rencontres (n® 123,

Eremple II. — Pierre a trois piéces et Paul en a deuv: ils convien-
nent que chacun jettera ses piéces en I'air et que celui qui obtiendra le
plus gzrand nombre de faces prendra les cing picees. Le jeu est-il équitable?

Pierre a pour probabilité de gagner
6

' u
- . o - .
N 3

A
LR

o
)

—e)— .

h bl

- -
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et pour probabilité de faire partie nulle,

16 15 te on > 110;
32 32’ 32 :

I'espérance mathématique de Paul est

. 6 10
25 Hr0em, ou
le jeu n'est pas équitable et favorise Pierre.
Exemple IIl, — Picrre et Paul jouent aux conditions suivantes. On jette
deux dés sur le tapis; lorsqu’on améne un point au-dessous de 10, Paul
donne a Picrre autant de francs que I'on a amené de points; dans le cas
contraire, Pierre donne & Paul une somme fixe . qu'il s’agit de déterminer
de telle sorte que le jeu soit équitable, c'est-a-dire que les espérances ma-
thématiques des deux joucurs soient ¢gales?
L’espérance mathématique de Pierre est

< l+3—2+’-?-0-’ i 6 ‘;—t--ﬁ—a--ﬂ-.’—'-( 4 )u-'-8—8'
T 36736777367 "6 T 136 36 9736 " 30

celle de Paul est

Par conséquent

Exemple I'V. — Un sac contient @ boules blanches et (n — a) boules
noires. Un joueur tire les boules, une d une, jusqu'a ce qu'il améne p boules
blanches. et regoit 1 par boule blanche tirée. Quelle est son espérance
mathématique?

Si I'on remet la boule dans le sac, aprés chaque tirage, 'espérance ma-
thématique du joueur est égale a

n
.
P
mais, lorsqu'on ne remet pas dans le sac les boules tirées, I'espérance ma-

thématique a pour expression

n -1

P

a-—+ 1\
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Pour que le joueur soit ruiné aprés la (A 4+ @)™ partie, et pas avant,
il faut et il suffit :

1° Que, pendant le cours des (A + p— 1) premiéres parties, ses pertes
n’aient jamais dépassé ses gains de plus de (r —1);

2° Qu’aprés les (A + p —1) ‘premiéres parties, I'excés de ses pertes sur
ses gains soit égal a (n —1);

3° Qu'il perde la (A -+ @) partic.

Soient @, @y, w3 les probabilités correspondantes, ct 1l la probabilité

composée ; on a
II= W) Ty T3.

En se reportant aux notations des échiquiers arithmétiques (n* 353 et 33 ),
et en représentant par | et — les gains et les pertes, on a

Ay FY. i
S ST S
[ gh+p 1 2
par suite,
. Yy b N — !
Il:f’—l___: n (/\-4-!'1. n..
S — ——
2k gh+pt At

Cette question de la durée du jew a ¢ié traitée autrement par HuyGens,
MoivRe, LipLACE, LAGRANGE, AMPERE et, tout récemment, par M. J. Ber-
TRAND (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CV, p. 437; 1887).

Exemple II. - - Pierre et Paul jouent a un jeu de hasard, la probabilité
de gagner chaque partie étant p pour Pierre et ¢ pour Paul. Les enjeux
de Picrre et de Paul sont respectivement « et & francs, et leurs fortunes
sont m et n. Quel est le nombre probable des parties qui seront joudes
avant la ruine de I'un des joueurs, en supposant le jeu équitable?

C’est I'entier du quotient de mn par ab. — Si l¢ jeu n'est pas équitable,
et si I'on désigne par w la probabilité calculée pour que Pierre finisse par
ruiner Paul, le nombre des partics est I'entier de

(m-—n)w--n

__];I) - _qa_ '

Exemple II]. — Pierre et Paul jouent 'un contre I'autre avee des pro-
babilités égales. Ils possédent chacun n francs avant d’entrer au jeu; a
chaque partie, le perdant donne 1 franc au gagnant, et le jeu ne cesse que
lorsqu’un des joueurs est ruiné. Quelle est la probabilité I pour que le jeu
se termine a la fin de la p'* partie?

Pour que I'un des joueurs soit ruiné aprés cette ™ partie, et pas avant,
il faut et il suffit:

1° Que, pendant le cours des (@ — 1) premiéres parties, I'écart entre les
pertes et les gains de chaque joueur n’ait jamais dépassé (n —1);

2° Qu’aprés les (. — 1) premiéres parties, I'excés des pertes sur les gains
de I'un des joueurs soit égal a (n —1):
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3* Que la derniére partie soit perdue par le joueur qui ne posséde plus
que 1.

Soientwy, @,. wy les probabilités correspondantes, et I la probabilité cher-
chée. Nous remarquerons d'abord que, pour la possibilité du probléme, il
faut supposer w et n de méme parité. Soit done

(1) wo-n=ox,  w—n=ak
ona
. "A
Lod ——1(‘"_' et =",
Ty TR —— -0 vy =
: LA T

Il nous reste a déterminer la valeur de w,. Désignons par z et y les nom-
bres des parties perdues et gagnées par P'un des joueurs; représcntons les
pertes par des pas verticaux ! sur un échiquier et les gains par des pas
horizontaux —. Le nombre des dispositions des r et des y, telles que 1'é-
cart entre les gains ct les pertes, ne dépasse pas (n —1), est égal au nombre
des marches d'une tour, par pas successifs, de l'origine a la case (x, y),
sur I'échiquier hexagonal (n° 36), dans lequel on suppose

a=bb—tn--1.
Ainsi w; est le rapport de H a Fi; mais, pour la case (r, y) dont les
coordonnées vérifient les relations

Loy =u -1, Sy —=n-—i,

doltr=%--1et y—2,0na

nl . In (2h---V)n 5 _,
MY = — | CA - - Ch=t (=) G
RS [l R S (=" *x=-hn =)

ou encore

LY 1) SR D —h
"’.t" ;[('!'*—')“(L T (- l)/‘(j,lfl)(.l‘ '"],

en désignant par An le plus grand multiple de 2 contenu dans k. Par
suite, on a

—_ I ~2 N (h—n : o . ~h—hn
n= ;J..-;.F_-—'[(‘!"— D ) WY A Pl bl B

Exemple I". — A ct B jouent 'un contre I'autre avec des probabilités
P ¢t q; ils possédent respectivement @ et b francs avant d’entrer au jeu.
A chaque partie, le perdant donne un franc au gagnant et le jeu ne cesse

que lorsque I'un des deux joueurs est ruiné. On demande la probabilité 1l
pour que le jeu se termine juste & la fin d'une partie de rang assigné.
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Soit p le rang assigné a la partie finale. En désignant par Iy et 1lg les
probabilités respectives que A ou B seront ruinés aprés la p@® partie, et
pas avant, on aura
n= ".\ == "|;.

En raisonnant comme a Pexemple précédent, on a
¥
_ oy _ LY N . ¥
Uy = o o pr-lgyFo_ < p=pxqr Hy .
ro

Si l'on pose

mw—a=2r, Wil == 2y, a+b=d,
on a
2hd - _pq VB0V b pase”
Iy =p* rz 2 Nt U L R LA s Ao Ve U
A= [ s - hd P $=-hd - b Ciw=i K

ou bien

Iy = a ,Ilz [””'{I —a ch e -y (_7_,’ ’_‘_'_\’I 'i'__l’ Cr-hd-ln-l ];

r—hd *! r—rhd -h “*!
pour toutes les valeurs de A,

L
E-.

o, 1o, 3 ..., 7
Eremple V. — A joue contre B; i chaque partic, les probabilités qu'ils
ont respectivement de gagner sont p ¢l g, en sorte que p+-q =1, ct le
perdant donne un franc au gagnant. En entrant au jeu, les joucurs possé-
dent respectivement a et O francs. On demande la probabilité que A rui-
nera B avant le coup de rang .
On trouve, par I'échiquier hexagonal (n° 36 ),

bh+dh—1

M= pt=(pg I,

en faisant varier & de 0 a (1t — &) — 1. On voit facilement que si

% varie de o aa—u, H posséde 1 terme:
» a a a- -1 -0, " 2 termes;
» a-—-ba Qﬂ—l—-ll, » 3 »
» 20 - -ba v —i1--2b, » 4 »

I K T LI T I DR R

Dans son Traité du Caleul des Probabilités (p. 81), M. LACRENT donne
une solution pour le cas out a et b vérifient la relation

b = ga - pa-t.

Exemple VI. — Carré arithmétique de DELANNOY. — De combicn de
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En particulier, dans Uéchiquier peatagonal. pour les termes de la trans-
versale située au-desseus des zéros; on a
yoma b
et, par suite,
i, - b
a V (R

Eremple VI, — Deun joueurs d'échees marquent, ao fur et a mesure.
les parties qu'ils gagnent et celles qu'ils perdent: de plus, & chaque partic
nulle, chacun des joucurs marque une partie gagnée et une partie perdue.
Aprés avoir marqué ainsi chacun 22 parties, ils n’ont ni gain ni perte. On
demande la probabilité qu'ils auront joud 2n parties effectives, c’est-a-dire
qu'il 0’y aura pas eu de partie nulle.

Si Uon désigne les parties de Fun des jouenrs par des pas horizontaux,
diagonaux. verticaux, suivant que la partie a été gagnée, nulle ou perdue.
la considération de I'échiquicr @ montre que la probabilité cherchée est le
quotient de FJ par @,
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CHAPITRE XI

LA DIVISION ALGEBRIQUE.

99. Division des polynomes ordonnés suivant les exposants
décroissants. — Diviser un polynéme f(.x) par un polyndme g ()
revient a trouver deux autres polynomes Q et R, de telle sorte que
Pon ait I'identité

Jir)=Qg(z)-R,
le degré de g(x) élant au plus égal a celui de f(x), et le degré
de R étant plus petit que celui de g(x).

Cette transformation n’est possible que d’une seule maniére,
en supposant les deux polyndmes ordonnés suivant les exposants
décroissants de x.

Opération de la division algébrique.

100. Division d'un polynéme par (r — ). — Nous avons appris a
calculer le quotient aux n** 71 et 72,

Jorn-1-i- fren-t fxn=34 .+ fu

les coefficients fo, fi, fay .-, fu_s sc calculent successivement
au moyen du précédent, ct le reste de la division de f(x) par

(x — a) est f(a).

Exemple I. - Division de f(.r) par (x z=1). — Reste de la division d’un
nombre entier par g ct par 11 dans le systéme décimal, et plus générale-
ment par (& 521) dans le systéme de numération de base 4.

Exemple lI. — Division d¢ (xm== am) par (r = a). — Quatre cas.

Exemple IIl. — Division de f(z) par (br — a). — Calculs du reste et
du quotient.

Exemple IV. — Reste de la division de f(x) par (2P a). — Reste de
la division d'un nombre entier par g9, par 999, ... et par o1, par
1001, ... dans le systéme décimal, et plus généralement par (67z-1) d'un
nombre écrit dans le systéme de numération de base b.

E.L. — L. 12
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Eremple V. — Dirision de 17— a*) par irP—aP ). — Le reste est
aPlh xr'——a’,

en désignant par g et par r le quotient et le reste de la division de n par p.
Erxemple VI. — Division d'un nombre entier par 19. — On applique la
régle de la divisivn de fir) par «r — 11, pour r = 10. Ainsi. on a tout de

suite
1ot —q

19

chaque chiffre est la muiti¢ du précedent, «u la moitié du precédent aug-
menté de 0. si la division antéricure donne pour reste 1: ¢’est ce dermier
cas que nous avonsindi jué par un petit chiffre 1 placé au-dessus et a gauche.
On opére de méme pour r =100, £ =100, .... en calculant par groupes
de deun. trois, ... chiffres: ainsi

-t

RN RE PR PR LR L NTIR FPLJ0 L 008 I T

I“I,!_‘ = -y - . y = _ oy e
—m = 30.25.012.50.2%. 1 .07 0 31T R gl tgb g L
Qu
tolets —p | - <= s
— e = 30002300120 T 5501705 f632. B, juN 204 102 L
Towy
on conmiit de meme des procedes rapides pour la division par 2y, 3y.
40 -0 D Par 200, 3uu. §a. ... el

Eremple VIl — L'expressicn

ost tonjoeurs divisibic par g <t le quotient est ua pombre trianzulaire.
En cffet. cn 2

I T — T =t
- = —_ ot =2 -
u 1 P |

{0'l. Division d'un polynome par un’prodzit de bindmes. — Si

Fon dosione par v et P s les qustientss que Pon sait former.
dans 1o Gvian 80 7 var s — @ par s —Hh Jet a1 Pon
designe por 2= 7 - ot 2= 7 s rostis des deux Jdivisions.
o

T ==\ - = ;.

- Seeow e s en o~ .~ . ~ T
SV ITSIUIRITIAL U AN S ITU ST T .
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De méme, connaissant les quoticnts et les restes des divisions
de f(x) par (x — a)(x — b), et par (x — a) (xr — c), en suppo-
sant @, b, ¢ inégaux deux & deux, on calculera le quotient et le
reste de la division de f(z) parle produit (xr — a) (r — b) (x — ¢),
en faisant la différence
fir) Sy

- ’

(r=—ayr—b) (r—aj{r -c¢)

et en divisant par (b — ¢). Ces calculs seront généralisés dans la
théorie de I'interpolation et dans celle de la décomposition des
fractions rationnelles.

Exemple I. -- Lorsqu’un polynome entier est divisible par (x — a)2,
par (o — b)B, par(x —e¢)Y, ..., en désignant par a, b, c, ... des nombres
inégaux deux a deuy, il est divisible par le produit

(o —a)t(x -b@(r--civ....

Exremple II. — Si un polynome entier en r, y, 5 est séparément divi-
sible par les binémes (r —y), (¥ — 3), (35— ), il est divisible par leur
produit.

E.rempl.c ITI. — Démontrer qu'un polyndéme entier et symétrique en

o et y, divisible par (.r — y), est divisible par (.r — »)2. Généraliser pour
.~ un polyndme i trois variables.
Exemple IT". — Pour que
B S S F S S LU
<oit divisible par le produit
(¥ =3Hs—x)r=+y),

il faut et il suffit que m <oit impair. — Former le quotient.

Exemple V. — Démontrer que

yP 31+ SPr7-:- _rl')-'l -—)"l SP— 37200 — xreyr
el que

TPYyT13r-= yP 31X = 3Py — 3l yr 39— yP3rax?— 3 xryd
sont divisibles par le produit

(V—s)s—uor)lor—yn
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Exremple VI. — Décomposer en facteurs les expressions

(y—3sr»--s—rp--tx—y)3,
Iy —z)+yHs—x)+ 33 (x—y)
33— -y — 3+ 33 (y — 1)+ Tys(xys —).

Erxremple VII. -—— Démontrer que

Y- 3 )2+l 2l - A+l stn+)

est divisible par
(.r _g_.r PN ;)3_ .I‘:'—‘}"—- 33,

102. Expression d’'un polynéme de degré n comme somme algé-
brique de polynomes. — Si I'on désigne par f(r) un polyndme
de degré n, et par

Sl S (), ..o, (), %0

une suite de polyndmes donnés dont les degrés reproduisent la
séric compléte des n premiers nombres entiers, le polynome
S (z) peut étre transformé en une somme de ces polyndmes multi-
pliés respectivement par des coefficients indépendants de z. En
d’autres termes, on a l'identité

S(xri= )ovn-'- M Pn—1"" "!'3/1—!“ .- ).u?o,

dans Iaqucllc les quanlités %0y X4s has --., h,y sont des constantes,
dont la premiére n’est jamais nulle.

Pour effectuer cette transformation, on divise f(x) par :'a,,(.r),
on obtient pour quotient %, et 'on divise le reste par $,_ (), ce
qui donne %, et ainsi de suite. Dailleurs, cette transformation,
toujours possible, n’est possible que d'unc seule maniére pour une
suite compléte donnée des polyndmes o(x). Lorsque ces poly-
nomes représentent les puissances de .,

e, zn=ly o oorn-t 0 7t ox, 0,
les constantes % sont précisément égales aux coefficients de f(xr).

FExemple I. — Convertir, dans un systéme de base donnée, un nombre
écrit dans le systéme décimal.

Voici un moyen assez rapide indiqué par LEGENDRE dans la Théorie des
nombres, pour exprimer un nombre du systéme décimal en caractéres bi-
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naires. Soit, par exemple, le nombre 11183 445; en le divisant par 6},
on trouve le reste 21 et le quotient 17§741. Ce dernier nombre divisé
par 64 donne le reste 21 et le quotient 2730. Enfin 2730 divisé par 6
donne le reste 42 et le quotient 42. Mais 21 et 42 s’expriment dans le
systéme binaire par

orofol et 1010105

donc le nombre proposé s’écrit dans la numération binaire

101010 101010 010101 Ol1OIOI.

Eremple II. — Quels que soient les n nombres a, b, ¢, ..., I, on a
Iidentité

oy (T =B e — 1)

ab...l
_ r  rlr-—-a W Tl -—a)...(_;r-—i»
Sttt T Tt Ty TR T

103. Division des polynémes ordonnés suivant les exposants
croissants. — Diviser un polynéme

S(r)y=ay+a1>r -~ ayrt+...
par un polyndme
&(r)=0bo+ byx + by~ ...

revient a trouver, pour les valeurs successives, enti¢res et posi-
tives de p, des polyndmes (Q,(x) de degré p, de telle sorte que

() fix)= Qu(x) g(z)+ xP 1 Rp(),

R,(z) désignant un polyndme ordonné suivant les exposants po-
sitifs et croissants.

L'identité n’est possible que d’unc seule maniére, pour une
valeur déterminée de p; en d’autres termes, si Q et Q' désignent
des polynémes de degrés p, R et R’ des polyndmes entiers, les
égalités

Six) = Qg(xr) +zpP+IR,
Sir)=Q'g(z)+axr+ R’

entrainent 'identité de Q et de Q'. et celle de R et de R'.
De I'identité (1), on déduit

’

S(x) _ R(xr)
I Qr) - zpt &(x)
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qui conduit au développement d’'une fraction rationnelle suivant
les exposants croissants de la variable z.

On peut donc développer une fraction rationnelle sous la
Jorme d’un polynéme entier de degré p augmenté d’un terme
complémentaire, égal au produit de zP*! par une fraction ration-
nelle qui reste finie pour z = o; le développement n’est possible
(ue d’une seule manit¢re. Lorsque g(x) est divisible par z2, on
met z~% en facteur.

On peul aussi développer une fraction rationnelle suivant les
exposants décroissants. Soienlt

j‘(x) = @ox" —+— (111'”"" B P

2(xr) = I)dl'n bl l)].l"‘-l “+... Uy
st 'on pose r == )"', on a

Jer) gmen Y (l,,,_r"".
Zer) by+ byy oo - by yt

On développe la fraction rationnelle en y suivant les exposants
croissants, et I'on remplace ensuite 3 par x~'. La décomposition
n’est possible que d’une seule maniére.

Eremple 1. — Si f(xr) est un polyndme ordonné suivant les exposants
croissants de z
S(x)y=1+ar-—bx?--cri—...,

les cocflicicnts du quotient de f(z) par (1 — ) sont successivement
1\, 1+a, 1+-a—+b, 1+a--b—c,
La méthode de division par g = (10 — 1) dans le systéme décimal, que

nous avons indiquée au n°27 (Ex. V), est un cas particulier de ce résultat.
On déduit les développements

. —i_-—.l—:-m+.r!—:—z3—'—.r5—;~ ... +R,
1

(—"—‘}—)" =14-20 + Jxt+ 423 - ... +RI,
! .

0=z =i+ 3xr+6xr+102%+- ...+ R",

Le Tableau des cocfficients reproduit, au signe prés, le triangle de Pas-
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cAL, pour les indices négatifs; on en déduit que la formule du binéme de
NEewToN s'applique aux exposants entiers et négatifs, en tenant compte
d’un terme complémentaire, et 'on a

L p(p+l)z’+ p(p-s-l)(‘p-*—z)z,_%_.h_:_ R.
(14— ) ' 2 1.2.3 :
Pour —1 < x <1, le développement est convergent.

Exzemple Il. — Démontrer, pour n entier positif, la formule due a
KULER,

(|+r"=|+ﬁx+n(n_—l) x? (n+1)n(n—1) x3
' 1 1.2 19- & 1.2.3 1+
+(n——:—|)n(n——l)(n—2) x

1.2.3.4 =z

104. Méthode des coefficients indéterminés. — Si I'on veut déve-
lopper la fonction

Sflr)=(1+ax)+atr)...(1+a"r),
suivant les puissances de z, on pose
S(x) =14+ Ajr - A=, - A2,

et il s’agit de déterminer les coefficients A,, A,, ..., A,, en ob-
servant que le développement est unique. On a I'identité

(1=-az) f(ar) =1+ a*+ix) flx);

remplacons f(ax) et f(z) par leurs développements; égalons
successivement les coeflicients de z, x2, x3, ..., x#, il vient, pour
les coefficients de z”,

arAp -aPA,=ar+1A, (+ Ap;
d’ot1 'on tire
ar+li— aqb

(l) "\P= Ap_| @b —1

et, par suite,

(2) Ap= (a"-—()(a"-l——|)...(a"'l’+l—|)ap(p+”.
(¢ —1)(a*—1)...(al—1)

Pour a =1, on retrouve la formule du développement de la
puissance (1 + z)P du binéme. Ce calcul est d’EvLer.
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On peut développer de méme le produit
e(r)=(1--ar)(--adri.. (1+ an-lr),
cn partant de l'identité
+arristar) — (1--amrir)g(xr.
Exemple I. - - Sil'on pose

(- a1 — i)
I’ = — ——- ’

(W sa—art) o (1--a?P)

I'expression T'% est un polynome entier en z, ainsi que cela résulte de Ia
formule (2), et 'on a Fidentité¢

I = T8, +zn-p I}t
analogue a la loi de formation du triangle arithmétique (n® §).
Ezxemple II. — Si F'on pose, avec les notations précédentes,
S(r.ny=1--TY+T2- ...~ (—=1)"T},

on a la relation
Sixryn+2) = (1—.urn+t) f(r,n):
par suite,
Sitr,ap+1)=o,
S(x,2p) =(1—r) (1 —a¥). .. (1 — z2?P-1),

S —2[))_/(;", 9,p> =1.

Les exercices précédents sont dus i Gauss.

Exemple III. — On a l'identit¢

T rt z2"! 1 r—r¥

_— e —— : “‘+ — = —_— .
I—.r? T 1—ax? g—x 11—
Eremple I'N". — On a lidentité

r— a7 . ax!—.rr? r — arr7

AG—x)(—a7) " (A —-at)u —aPl)  (A—a)(1 —rP¥)’

si I'on remplace ¢ par pn, et si I'on fait successivement n égal a 1, 2, 3.
...y 1, la somme des égalités ainsi obtenues donne 'identité

r—uapP rr— et P — rp"t!
—— e - — L+
(t—ax)(—aP) (1 —aP)(1 —axP*) (1—arP") (1 — xP**")

J,_TP'I-Q'I
= (I—J‘)(I—J','n”).
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Exemple V. — Si I'on pose
Sp=(—rY(-—at)...(1—xP),

on a l'identité suivante, due a M. Cesaro :

pipen
L SO L R bl S
Soo Sider T Sidpr T Jo

LINTERPOLATION.

105. Formule d’interpolation de Lagrange. — Cetle formule sert
a résoudre le probléme de trouver tous les polynomes IF(z) qui
prennent des valeurs données

Yoo X Xt eeer Fa
pour (n + 1) valeurs inégales deux a deux de la variable .,
Tyy Ty Ty coes Ty
Considérons d’abord le polyndme ¢ (.r), de degré (n +1),
(2= (2 —x) (£ —xy).. . (r — g

il s'annule pour toutes les valeurs données de x. Désignons par
zx 'une d’elles; le polyndme X;, de degré n.

Xp= 2T
xr—T;

s’annule pour toutes les valeurs données de x, & I'exception de
Z = Zi, pour laquelle il devient

Ap=(Tp—30). . (Th— Tp=1) (Th— Thry). . (Tp— Tp),
et Ax n’est pas nul. Par suite, pour z = x4, le polyndéme

Xk
Y R,

prend la valear convenue et s’annule pour toutes les autres va-
leurs de x. Cela posé, le polynome

X XL X,
J(z) =Joyx, THR, Tty
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semg .0 [2¢ conditions demandess. I st 2o plas. de degré n. et

& *£11.7300 4 uns Constante < 33t s quantités 3 étaient

creei gapyae £ r — v, sanagl-mit poar A —1 valears de r.
34 13 autess polsam=s F 7 Guiverifient les conditions im-

sesees sont dailleers doop-o par Jexprossion zénsrale
Fr="r —z=zsnr.

M eJusds O s i2sisne un polvasme qaelconque. puisque la

t.5-ronce
Fr—7rr-r
~annule pour toutes b=s valcurs Jdennees Je r:elle est done divi-
sble par < r .
lusersement. i f r e<tun polynime queiconque. on a 'identité

N G S N— =2l X,—zr 0.

fr fr 1 S r 1
—_ . =z S L LIS
R \, r—=r \. r--1r.

La demonstration précedente est due & Caveny s Cours d’ A na-
Ivse alziébrigue .

Esemple I — Equaticn e la dreite ui jolntleoy peints donnés par
leurs coordonnees.

On g
r--r, r—or,
Y —— e — oy — ——-
N R A Y s tr,—ur,
on bien
L R r vy—ur:
Vo — ot _— = —
N s L J Iy

bo— ¥y

ce qui conduit i la formule d'interpolation par les parties proportionnelles.
— Rtégle de fausse position. — Méthode &' HiPPARQTE.

Eremple II. — Trouver le reste de la division d’un polynéme F(r)

par Iz produit
(L -- Ty i~ Xy)eeard — Tp)-
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C'est le polynome f(r) de degré n, au plus, qui prend pour r = x,
Ty, .oy Tny les valeurs F(zy), F(xy), ..., F(xa).
Exemple III. — Les trois fractions

!/'(A) 2"(-)_;r—'-_l_)(o..r-&-3)...(9.7‘-%—9,11—”,
LL D) ()
I
(B) .1(11—.1'-)()-— 11_)-_{}:-_!—*)’
C) 2,,,[!_—1.:‘)(%’—-».1‘) Aan =V _.,,._}
“ LE— ) (92 ) (nt-- a?)

soal respectivement égales aux trois expressions

CA) (2m)! 1 'S (2p)!(2n —-9p)" 1
vt (n!)p .r+2 [piin—-p)J rop’
. p=n . .
B | B L
" ! )z Z( n (n --p) (n—~—p) l.l'~-p+.r-»-p]’
r=1

. (an)'(zn)’ ! N (2an- 2p)!(2n— )p)' 1 I ]
cy) a2k 2n- 2p)-2n L B
) (nly 2‘ [(n=p)tin=pytpr [.rup-'—.r—.p

FKremple 1V. — Sil'on pose

"u -1

Gp= —->»

T

on ales identités
2n
G Gyp+ GyGyppoy - ... -- G, G o e Gan+
1220 - T -1 n'n+1 zll+l I+
v 1 2n =1

GG +G3Gype oo+~ (G )2 == - - +2¢
1U2n+1q 2 Uy . 2 n+1) on 43 Ctnt?

Ezxemple V. — Si I'oh pose

(an)! A= rt(rt-mat) (et g0y, (ot an —a ),

(an 4+ 1) Bz (- 12)(r2a-30).. (rtsan—1 ),

avec
:\0 =1 ct B\J= T,
on a les identités

-

an—+1

A+ = Apy+ Ap—gt-...= B
n -2 n-1 2. i" n—12 r ny
T 1.3 2n + 1
B+ -B,— 1+ —— By—g-i-...=m —— Apsy.
2 2.1 £

Les trois exercices précédents sont dus & M. J.-W.-L. GLAISHER.
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106. Identités d’Euler. — Si I'on égale les coeflicients de
dans les deux membres de I'identité (1) du numéro précédent, en
observant que celui de X; est 1, on obtient en supposant que le
degré de F () est au plus égal & n, et en désignant par M le coef-
ficient de " dans F(r),

. Fory)
== e —

AT A TN,

Remplacons les quantités zg, 2y, .... x4, pav a, b, e, 1/,
et F(x) par x2, il en résulte que 'expression

ar hr

(a—=b)yia—c)..a--0) " (b=arnb—=cr... b n

s’annule pour toutes les valeurs 0,1, 2. ..., (n — 1) de p et devient
égale a 1 pour p=n.

Exemple I. — Si a, b, ¢, ..., 1 désignent les abscisses de (n + 1)
points A, B, C, ..., L, ¢n ligne droite sur I'axe OX, on a

OA = a. OB .- b, AB=4b- - a:

par suite, I'expression

o ow

AB.AC...AL BA.BC...BL.

s'annule ou est égale a (— 1)? suivant que p est un entier non négatif plus
petit que n, ou est égal a n. Ces formules ont été indiquées par CnasLEs,
dans sa Géométrie supérieure. Par la méthode d’inversion, ou de transfor-
mation par rayons vecteurs réciproques, on généralise ces formules.

107. Sommation de fractions rationnelles. — Soit le polynéme
g(r)=(r —ay) (r—ur)..(7—.1y);

considérons une fraction rationnelle dans laquelle le degré du
numérateur est au plus égal a (n —1). Par la formule d’interpo-
lation de LacranGE, on peut poser

S A A A

-_ d . b
e(.r) €T —Jay Ir—a J-— Ty
Aoy Ay, A,y ..., Ay, désignant des constantes. Si I'on fait

A+ A=At oo+ Ap= B[n
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on a identiquement

S(z) _ Bo( 1 ot )+B,( . )
o(r) r—.uay r— r—ur T — Ty

¥ /
1 1
-E—...—?—Bn-g(' et )’
L — Lp—y I — Iy

car B, est nul, d’aprés 'une des identités d’EvLer. Par conséquent,
si les nombres z,, z,, x3, ..., Z,, sont tous entiers, on pourra
trouver la somme des valeurs de la fraction rationnelle donnée,
pour des valeurs de x égales & une suite de nombres entiers con-
sécutifs. Plus particuli¢rement, si x,, z,, ..., x, sont en progres-
sion arithmétique, on raméne le probléme a la sommation des in-
verses des factorielles successives (n° 86).

Eremple 1. - - Trouver la somme S, des n premiers termes de la
suite
n(n--1)

= (a3 (n- a0

On a l'identité

. 1 8 1 10 1

U= (m¥+a2)(n+3) 3(n=3)(n--1) T3 (n+4)(n—+5)

1
3
et I'on trouve

9Sa=(n--2)2u,.

108. Formule d’interpolation de Newton. — Cette formule ré-
sout le probléme de trouver le polynéme, de degré n au plus, qui
pour des valeurs données de x, en nombre (17 + 1),

Ty T1y Tay e.ey Tpy

supposées cn progression arithmélique, prenne des valeurs don-
nées
Uy, Uy, Usy ..., Uy
En désignant par 4 la raison de la progression, cc polynéme a
pour expression

r--rg £r--rgfor—.r, Atu,
U= uy+ Aug - —1 STIN
° h T Th ( h ) 2!l

r—xy o —ur, l‘ r—ux n ABu,
%\ "% ) 3 nl
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En effet, si ’'on désigne par p I'un des nombres o, 1 s 29 coeg N,
) 4 I 1, ? ’
le premier membre devient w« lorsque I'on suppose dans le
P PI

second
I —.ry

h

=p ou I =Ty

par suite de la formule fondamentale du calcul des différences

Upte(1 - AWy,

Nous avons vu dailleurs qu'il n'existe qu'un seul polynéme de
degré n, au plus (n" 73). Le probléme revient encore a exprimer le
polyndme cherché comme une fonction linéaire des polynémes

. Jo-— Ty re—-ry oy . )
' T T
dont les degrés représentent la suite complete des entiersde o a .
Lorsque les ¢ derniers termes de la suite
q /

uy, Aug, Awy, ..., AMu,

s’annulent, le degré du polyndme u s’abaisse de ¢ unités.
Inversement, si f(.r) est un polynome de degré n, on a I'iden-
tité

. ro-ry Ao o -, fro-ry Afio)
Siry=flory e = S = T ( 7 '—l) T e

109. Fonctions interpolaires d’Ampére. — Newroy a étendu sa
formule au cas ou les valeurs données de la variable x ne sont
plus en progression arithmétique (Methodus differentialis, vy ).

Posons, par exemple, pour n =3,
U= ho=m ML =g = hat P =) (' =)+ hgir =P ) — ) (r—ry).

En remplacant successivement . par &y, .1y, .y, 2y 1] vient
ptac :

( o = )~Oy

Uy = ho+ 2y (ry—ry),
Uy = )‘o-!-)q(-rg—.l'p);11(."2——-1‘0)(.1‘2——.I" )

Uy = ho—+ M(Ty— L) = ha (X3 — Ty rg-- 1)+ Ay (T3 — L (3 — 0 ) (13 — 14
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Si nous retranchons la premiére ligne des suivantes, si nous
divisons respectivement par les différences

T4—Tgy Ty— Toy T3— Ty,
et si nous posons

Uy — Uy MUy— U, ¢ Uz — Uy
—_— = —_— N

¢

T — r Iry— .o ry— 1,
il vient le systéme

TERE
(2) 93=X|+ )\,(.1‘,—.1"),

03== Ay~ hg(T3—ry) -+ Ay (73— 1q) (I3 — 73),

semblable au précédent, mais contenant une ligne en moins. En

opérant de méme et en posant ’
[l (3 T X
=W =
Te— 1, 2 ri—r, 3y

on a le systéme
(3)

donc, si 'on pose

We= lg,

wy= Qg+ hy(r3— T49);

Wy— 'y
T T S
r3g—r,

on trouve

)so = Uyp. )‘l = ¢y, )-g = W'y, l;: $3.

Cette méthode de calcul est assez rapide, en construisant un ta-
bleau analogue & celui des différences. Les expressions ¢, o,
s, ... ont été appelées fonctions interpolaires par Ameire. 1l a
observé que 'on a

Uy uy

= — = — ——)
Ty— Iy T — I

_ u, + 1y ) uy
(g— ) (19— 1y) (ry—ro)(ry—ay) (ra— o) (T3— )’

R R I R T T T T T D I I I AT

Wy

ces formules, qu'il est facile d’établir d’'une maniére générale,
permettent de déduire la formule d’interpolation de Licrance de
la seconde formule d’interpolation de NewTox.

—— OO
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CHAPITRE XII.

LES POLYNOMES DERIVES.

110. Polyndme dérivé. — On appelle polynéme dérivé d’un
polyndme entier

Sfiry=Art--Bri-'—. .+ Kr+ L,

le polynome obtenu en multipliant chaque terme par 'exposant
de r, ct en diminuant de 1 I'exposant de x. On désigne le poly-
néme dérivé de fi.r) par f/(.r), et I'ona

Sy =npAri-t —on—nBr-t+ K.

Soil. en particulier. le monome \.r”; on a, pour.r 2 a, I'identité

Arn— Aan
——a A(rt-t—aqrr-2a —ar—-r — qn-1,;
aJTo— ¢

pour r = «a, le premier membre se présente sous une forme indé-
terminée, tandis que le second membre devient nAa”—', et I'on
dit que cette expression est la valeur du premier membre pour
. = a. Plus généralement, la fraction

Sory— fua) rn—. an ra—t_. gqn-1 r- oa

=\ —B —v..—Rk

I —da J—a J—d J—a

L)

toujours égale a un certain polyndome contenant r et a. pour
. o . .
x Za, se présente, pour r = a. sous la forme ~. et I'on dit que le

second membre représente la valeur du premier, méme pour la
valeur exceptionnelle r = a. C'est précisément la valeur de I'ex-
pression f’(a), obtenue en remplacant r par ¢ dans le polynome
dérivé.

Le polynome dérivé, ou la dérivée d'un polynome f(.r) de de-
gré n, est un polynome de degré (n —1) dont on peut prendre
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aussi la dérivée, que I'on appelle dérivée seconde; on la désigne
par f"(z): c’est un polynéme de degré (n—a2). En général,
la dérivée p**™¢ d’un polynéme f(z), de degré n, est un polyndme
de degré (n — p); la dérivée n*™ se réduit a la constante n!A, et
les dérivées d’ordre plus élevé sont nulles. On désigne la dérivée
d’ordre p de f(z) par I'une des notations

dar f(r)
darr

» fP(r), Defir),

employées respectivement par Leisxiz, Lacrance et Ciucny.
Nous nous servirons, suivant les cas, de la notation la plus com-
mode.

Il résulte immédiatement de la définition que la dérivée p'™e
d’une somme algébrique de polyndmes égale la somme des déri-
vées pi*mes des termes dc cette somme; ainsi

Drla f(z)+ bo(r)+cd(x)=aDr f(x)+ bDPg(x)+ cDP¢(r).

111. Dérivées d’'un produit et d’un quotient. — Si I'on désigne
par y le produit de deux polyndmes u et ¢ contenant la variable z,
et si 'on donne a z I'accroissement Az, il en résulte pour u, ¢, »
les accroissements Au, A¢, Ay': on a

Ay = (e + du) (v + Av) — uv;
puis
Ay Ae Au Aw
S;—u5+‘A}+3;As,
et, pour Ax = o,
Y= u' 4o,

En divisant par «¢, on peut écrire

I'expression % s'appelle la dérivée logarithmique du polynéme ».
Par suite : La dérivée logarithmique d’un produit est égale
a la somme des dérivées logarithmiques des facteurs.
Ce théoréme s'élend a un nombre quelconque de facteurs. Par
suite, la dérivée d'un produit de plusieurs facteurs égale la somime
E.L.— L 13
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des résultats obtenus en multipliant la dérivée de chacun des fac-
teurs par le produit de tous les autres.
Si l'on a y = (u : ¢), on obtient

u -+ Au u

A vl
Ay vdu- udv 1
Az~ T ar e(v-=an)’
et enfin
P v -- m_".
o1

En particulier, la dérivée de ;IT,. ou de =™, pour m entier, cst
{— m)z(=™=!; ainsi la dérivée de x™ cst mx™ ! pour m entier
négatif, comme pour m entier positif.

La dérivée logarithmique d’un quotient est égale a la différence
des dérivées logarithmiques du dividende et du diviseur.

Eremple I. -— Soit
y= urepwyY...,

en désignant par 1z, B, v, ... des cntiers positifs ou négatifs, on a

’ ' ’
u (& “w
N +B= +v— ...

Y u v 'w

Enfin supposons que y soit une fonction de fonctions, c¢’est-
a-dire que y soit exprimée cn fonction de z par des variables in-

termédiaires
y —d(v), v =ziu), u = f(r),

de telle sorte que y = F(r). Oun peut trouver la dérivée »’ sans
(u'il soit nécessaire de faire les substitutions; en cffet,

3y Ay Av An

Az T v auar’
et, par suite,
¥ =)' (w) fi(x).

112. Formule de Taylor. — Ce théoréme a pour but d’exprimer

un polyndme f(z + h) en fonction linéaire de f(r) et de ses
polyndmes dérivés f'(z), f"(z), ... (n° 102). Ce v’est ainsi

que la formule du bindme de Newrox, avec un changement de
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notation, lorsqu'il ne s’agit que des fonctions entiéres. On a, en
cffet,

2
(r+hyp=zr+ %nz"-'+ %n(n— [DE ot b S

h»
-+ ;!-n(n—|)...(n—p+|)z"-P+...+ mn!

et, en posant f(z) = Az", il vient
(1) flr+h)=f(r)+ %f’(:‘)+...+ gi;f(l”(.r)+.. 4+ % fi ().

Pour d’autres monémes, Bz, Cx*, ..., on a des formules ana-
logues; donc, siI'on fait la somme des développements obtenus,
en tenant compte du théoréme sur la dérivée d'une somme, on

en déduit que le développement (1) subsiste pour un polynéme de
degré quelconquec.

Cette formule donne cncore le développement de
(2) Af(x)=f(r+h)— fix),

c’est-a-dire dc la différence d'un polyndéme f(z), ordonné suivant
les puissances de I'accroissement % de la variable.

Si I'on fait z = o, et si I'on remplace ensuite % par .r, on ob-
tient la formule de Mac Lauvrin

2 n
() S(@)=S(0)+ TS (0)+ Ti F10) +. . Ly fW (o).

Enfin, si I'on suppose i =—.r, on a la formule de Ber-
~ouLLr (')

@ fo=f@ =T @+ D = S8 ),

n

113. Facteurs multiples d'un polynéme. — On dit que le poly-
ndéme f(zx) contient le facteur (x — @) au degré de muhtiplicité p,
lorsque f(z) est égal au produit de (& — a)P par un polyndme
2(x) qui n’est pas divisible par (z — a), de telle sortc que I'on a

S(z)=(x —a)o(z),

avec I'hypothése ¢(a)2 0. On a le théoréme suivant : Pour que

(*) Cette formule a été publiée avant celle de TayLor.
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le poly néme f(.r) soit divisible par (x — a)P, il faut et il suffit
que le polynime fir) et ses (p—1) premiéres dérivées s an-
nulent pour @ .

En efler, si 'on remplace, dans la formule de Tavror, z par «
cUh par (e )il vient

tr—aw-1

W—jp—l (a)+...:

. . roooa
(SR AV R ART RN l,' NATAE Y

pav suite, e quoticnt de f ) par (o — a2 est le polynome

| I R | - P .
R vay ’ RV - ———— f A a.
"t B n'

e desoste de L division de FLa) par (o — a' P est le polyném

. . L e ®

: — P .
r-\.'\ . . L2 B A ___._:._l__’.fp—l(a|_
) 1 v, N P — 1.
N, pour que £ e soit divisible par r —a 200l laut et i
autlit que e veste de Lo division soit nul. quelle que soit la valeu
doee et par swites quelle que soit lavaleur de 2 — @'z ona don

Los - oenndtaons

O AN comdiions srvioveriices et sl £P 0 a
BoNn s g st Iniyiillrar £ —- Poet no

SN GU B s _" A WA N S
Lty Raglv d¢ L Rowrical Lo~;:2 Lo Zeax termes d'un
At s s 0 = Ly i vieus s de L |
S S T T LT VA RPN TN GG T rempl'«n‘
s “ ~ 5. o s rrrtiemement 3 la for
Vo R e StoLr nelol o wwie sulvante
Ui S s s s st Toowimz s olrigrace
R o~ © 2+ & .re e sanaalern
My va L. . oINS cQur g npp-.\l
~ ~. X ~ .o Ju1dQler . S ‘:' <
NN
~ ~
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on a, en prenant la dérivée et en multipliant par z,
Zfp=Sp+;

mais, pour p = o,
So=z+x2+.. .+ 2",

ou bien
xr—zn
Jo= 1—a’
on a donc successivement
xr —axn
fl=-7"D ’
1—x
r—an
fa=2zD (mD ),
1—x

Ss==zD [xD (z‘D a:—zn)]’

et ainsi de suite.

Si Ton fait z =1, les valeurs de fy, f3, f3, ... se présentent sous une
forme indéterminée; mais, en appliquant la régle de L'HospITAL, On trouve
ainsi, par un procédé détourné, la somme des carrés, des cubes, des bicar-
rés, ..., des (z —1) premiers entiers (ABEL, QEuvres complétes, 2° édi-
tion, t. II, p. 14).

Ezemple II. — La dérivée d’ordre p de

rh+p—1 g

8(2) = ——

a pour développement
1.2...p+23..(p+1)x+...+n(n+1)...(n+p—1)2"1;

en formant directement g'(z), £"(z), g"(x), ... et faisant ensuite z =1,
on retrouve la sommation des factorielles consécutives (n° 37).

115. Formule d’Abel. — Nous avons vu que si f(z) désigne
un polynéme de degré n, et ¢o, 91, 2, + -, u des polyndmes
donnés dont les degrés reproduisent la suite des nombres entiers,
le polynéme f(z) peut étre développé suivant la forme linéaire

S(z)= )‘o?o+ )‘1?|+ )\2?:’*-” .+ )\n?m

les coefficients ) étant indépendants de x. Désignons par  une
constante quelconque, et posons

=1, ou(z)=2, ?z(x)=£(3;_!2—ﬁ)’
z(z—pBr—t

Pp(2)= P!
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des lettres qui représentent les variables. Le polyndme peut avoir
des degrés différents par rapport i chacune des variables; on ap-
pelle degré d'un terme le nombre égal 4 la somme des exposants
des variables qu'il contient, et le degré du polyndme est égal au
degré du terme du plus haut degré.

On peut prendre les dérivées du polyndme par rapport a cha-
cune des variables, et les dérivées successives par rapport a des
variables différentes. Les dérivées partielles du premier ordre de
JS(z,y, 3), prises par rapport & y, par exemple, se désignent par
I'une des notations

’ d ('r‘ ’?:)
f)(ly)'r 3), /d—;' D.Yf(x’}"z);

lorsque I'on donne ensuite a z, ), z certaines valeurs xg, ¥, 3o,
il suffit, pour indiquer cette opération, de remplacer, dans les
parenthéses, x, y, 5 respectivement par o, ¥, So.

Si I'on prend la dérivée du terme

T = Nxaybzc

x fois par rapport & x, puis 3 fois par rapport & y, puis y fois
par rapport 4 3, on obtient, en désignant par la lettre A les arran-
gements simples (n° 45),

NAZABAY pa- a8 g0,

le résultat est indépendant de I'ordre des dérivations. Pour toute
fonction entiére f, il en est de méme; le résultat s’'indique par
’'une des notations

(2+B+1) . 0*"3"‘7[{-’{.1’.:) g .
/x“_)ﬁsr (I,} ' 3 ) —;);dyﬁd' —— D.l' _,.{.,.f(a:,), ~)-

118. Formule de Taylor pour une fonction de plusieurs va-
riables. — Soit une fonction f(x,y,3) de trois variables, par
exemple; il s’agit de développer I'expression

f(x-+h,y+k s+1)

suivanl les puissances des accroissements h, k, { des variables
£, y, 5. Pour simplifier, nous nous servirons d’un symbole d’opé-
ration 8, qui désigne le résultat que 'on obtient en faisant la
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somme des dérivées particlles £, f7, . de f(z, ", 5), multipliées
respectivement par les accroissements X, &, I. Ainsi, par définition,

8f =hfi+ kfi+Lf:.

Mais O f est un polynome en z, y, 3, sur lequel on peut ré-
péter la méme opération dont nous désignons le résultat par 82f,
et ainsi de suite. On a, en général,

0r+qf =0r.67f = 016rf.
Appliquons I'opération 8 aux dérivées partielles de f( .z, y, 3),
Ofz=hfr:+ Af.r”y +If;,
8fy = hfy,+ kfy,.+ Ufy:,
ef:."= f::'.z - kf-{r'*‘ If.:.':-

Si Pon multiplie respectivement ces trois égalités par &, &, /
et si 'on ajoute les résuliats, il vient, en tenant compte du théo-
réme sur l'interversion de I'ordre des dérivations (n° 117),

O f = hrfi - 2kl ..,
ou, sous la forme symbolique,

d d J\?
esf.l.(l.ﬂ+AlTy+lo—~;) f,

J a9 a
azr’ 9y’ o3
dition de remplacer, aprés le développement du second membre,
leurs exposants par des indices de dérivation.

Le symbole © est distributif, comme celui de la dérivée D;

en y considérant comme des quantités, et a la con-

9 . e . . . .
ou - -, cest-i-dire que, si I'on considére plusicurs fonctions

JSs 2, des variables z, ), z, on a, quelles que soicnt les con-
stantes A, B, C,

8(Af+Bo+Cy¥)=A0f+BOo + COY.

Cela posé, la formule de Tiavror, étendue 3 un polyndme de
plusieurs variables, s’écrit

() S@+hy+rksO=f+08f+ 101+ L 0f+. ...
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Pour vérifier I'exactitude de cette formule, il suffit de consi-
dérer la fonction
S(x,y,35)=zybsc.

Le coefficient de h2A# IY dans le développement de
(x+h)ya(y + k(s + 1)

est, en se servant de la notation des arrangements simples (n° 43)

x 3 Y
» D S

D’autre part, si 'on suppose
n=a-+fB+7,

le coefficient de h2kB/r dans
1 1 0 0 0 \*
a1 = m("»&*"‘o— "*’o—z) J

est, d’aprés le n° 80, égal a

I n! on f
n! 2 BTyT dzxgyBosy’

ou

TTpT AZza-a A B 08 A se,

qui ne différe pas de I'expression (2).

119. Fonctions homogénes. — Un polynome entier en x, ), =
est homogeéne et de degré n lorsque tous ses termes sont de méme
degré n; par suite, quelle que soit la valeur de ¢, on a I'identité

Sf(tz, ty, tz) =1t f(x, y, 3).

La somme algébrique de fonctions homogénes de méme degré
est une fonction homogéne de méme degré.

Le produit ou le quotient de deux fonctions homogénes de
degrés p et g est une fonction homogéne de degré (p *=gq.)

Toute fonction homogéne, de degré n, des variables x, y, 5 est
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égalc au produit de la puissance n*™ de l'une d’elles par une
fonction des rapports des autres variables a celle-ci, et inverse-
ment.

Les formules de la Géométrie sont homogéncs.

Les dérivées d’ordre p d’une fonction homogéne de degré n sont
des fonctions homogeénes de degré¢ (n — p).

120. Théoréme d'Euler. — Toute fonction homogene, ct de
degré n, des variables z, y, 5 vérifie 'identité

of . of . _of _ -5
zﬂ—r-y—@+.b—:—nf(z,y,..),
on a de méme
9/ . of ; .z
Z"d?z-——..-'f-z.}’ 3}’—(); '-.‘-.-.:’l("—l)f(z',_},v),

et, en général, avec la notation du n° 118,

erf(r,y,s)yfan(n—r1...(n—p-+1)fz y 3),

aprés avoir remplacé, dans le développement du premier membre,

J J 9 T . .
les exposants de .-, 3y’ a3’ par des indices de dérivation, ct A,

k, {par z, y, s.

L’emploi des formules d’EvrLer permet de transformer des re-
lations en d’autres plus simples, en rendant homogénes des po-
lynémes qui ne le sont pas, par I'introduction d’une nouvelle lettre
que I'on considére comme une variable arbitraire, et que 'on rem-
place ensuite par 1.

Soit, par exemple, le polynome f (x), de degré n, que Pon peut
écrire sous la forme homogene

);llf(“.;:\) ou /(r’ }.').
Pour que ce polyndme soit divisible par (x — ay’)?, il faut ctil
suffit (n® 143) qu’en remplacant z par a, et y par 1, dans la suite

des dérivées
Sfla, 1), fhla, 1), fi(a, 1), ..., ffll;:!’(a. 1),
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tous les résultats soient nuls. Par les formules d’EvLeEr, on sub-
stitue & ces conditions les conditions équivalentes

o=t fla, 1) _ oP=tfla, 1) _ a1 fa, 1)
G =% Tgmmiey =% gt =

o;
en d’autres termes, il faut et il suffit que les p dérivées partielles de
ordre (p — 1), prises par rapport & x et »-, s’annulent lorsque
Fon y remplace & par « et y par 1.

Exemple I. — Si f(r,y, 5,...) est un polyndme homogéne de degré
n, on a I'identité

/] al n— .
ql!<1'l ;)_;;-’- . ..)qf(xo,)'o....,)ﬁlﬂm—_l?ﬁ (1‘0 ‘5}‘4- ...) qf(l'g,}']. - A
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CHAPITRE XIII.

LE CALCUL SYMBOLIQUE.

On doit considérer le calcul symbolique comme une méthode
rapide pour I'écriture des formules dans une suite de déductions
théoriques; mais, lorsqu’il s’agit de déterminer les valeurs des nom-
bres fournis par ce calcul, il est indispensable de remplacer la for-
mule symbolique par le développement ordinaire. On fait de
méme lorsque la suite des raisonnements laisse dans 'esprit une
certaine obscurité; alors on remplace encore la formule par les
notations ordinaires. C'est donc, en quelque sorte, pour le déve-
loppement des nouvelles théories, une sténographie des formules
de I’Arithmétique et de I'Algébre.

Cette méthode est déja ancienne ; on la trouve comme procédé
mnémonique dans les écrits de LEisn1z, pourles dérivées successives
d’'un produit de deux ou de plusieurs facteurs; on la retrouve dans
lasérie de TavLor étendue au casdeplusieurs variables; nousI’avons
déja employée dans les formules fondamentales du calcul des dif-
férences. Développée plus tard par LarLace, ‘par VANDERMONDE et
par HerscueL, elle a é1é considérablement augmentée par les tra-
vaux de Cavrey et de SyLvesTER, dans la théorie des formes.

Dans un ouvrage intitulé¢ Calculus of Operations, CArMicHAEL
a exposé les méthodes générales de ce calcul rapide; ses dévelop-
pements se rapportent surtout a 'emploi des symboles d’opération,
comme ceux du calcul des soinmes et des différences X et A, el ceux
du Calcul différentiel et du Calcul intégral. Mais la méthode sym-
bolique, que nous employons ici, différe des précédentes sous ce
rapport, que les symboles que nous considérons désignent des quan-
tités et non des opérations; nous nous rapprochons ainsi pour une
partie de la notation, employée par CavLEY, pour les polynémes en-
tiers (quantics). L’application de cette méthode nous a permis
de simplifier, d’'unc maniére trés notable, les raisonnements ct les
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résultats sur le calcul des sommes et des différences, sur les nom-
bres de Berxocrrr et d’EuLEr, sur la théorie des séries récurrentes
el, par suite, sur la théorie générale des fonctions. Par notre mé-
thode, les développements prennent une forme plus concise, plus
condensée, qui conduit a des généralisations successives et indéfi-
nies des propriétés qui concernentles nombres, et des formules qui
les renferment. Ainsi, dit LapLace, « lalangue del’analyse, la plus
parfaite de toutes, étant par elle-méme un puissant instrument de
découvertes, ses notations, lorsqu’elles sont nécessaires et heureu-
sement imaginées, sont les germes de nouveaux calculs. »

Ce Chapitre contient quelques principes généraux, et leur appli-
cation a la solution de plusieurs problémes considérés par Evrer.
Ceux-ci se rapportent aux Permutations figurées et a I’Arithmé-
tique de position; le Chapitre suivant donne I'application du calcul
symbolique au Calcul des sommes et au Calcul des différences.

121. Du symbole potentiel. — Considérons des nombres quel-
conques

(I)) bo, b“b’,..., b,,,...,

formant une suite limitée ou illimitée, de telle sorte qu'a chaque
valeur de I'indice corresponde un nombre déterminé.

Nous désignerons par b le symbole des nombres de cette suite,
et nous supposerons qae, dans les formules transitoires, b est une
quantité assujettie aux lois ordinaires du calcul algébrique et, en
particulier, & la régle des exposants entiers et posilifs,

bm bn A bm+n,

A la fin des calculs, on doit remplacer les exposants de b par des
indices et les nombres b par ceux de la suite.

Soit un polyndme de degré n, dans lequel nous mettons en évi-
dence les coefficients du développement de (1 -+ z)7,

S(z)=boxrn+ L: byaxn—1 + 'L:'—z_—'l byt ...+ b0

nous pouvons écrire ce polyndme sous la forme condensée

S(x)Le(x+b)n,
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cn ayant toujours le soin de tenir compte de l'exposant zéro
de b et du nombre correspondant b,.

On voit immédiatement que la dérivée f'(.r) du polyndme f(z)
peut s’écrire symboliquement

S(z)den(z+ by,
et, par suite, on a pour la dérivée d'ordre p,
S (z)Len(n—1)...(n—p-+1)(x+ b)r—r.

Exemple I. — Si 'on suppose
ue (r + a)r, vedo (r + O)n,

et si I'on considére I'expression

y=uvt— w4 W o= - (—-1)Runy,

dans laquelle les exposants sont des indices de dérivation, lafonction y est
indépendante de z. (Haupngx).

On voit, en effet, que la dérivée y' est nulle; on obtient la valeur de y,
en remplagant z par o, ce qui donne

yemsnl(a—b)n.

Plus généralement, considérons le polynéme homogéne

f(=z, y)= boan-z""}’o-’.— -,If b, Ap—y "y

n(n—1)

" byan ity .+ byagxyn,

nous pouvons ’écrire sous la forme symbolique condensée
S(z,y) N (ax + by)m,

en supposant que l'on remplace, aprés le développement du se:
cond membre, les ‘exposaats de @ ct de b par des indices. On
trouve, comme précédemment,
o
Jx
of

p & nb(axr + by )n-!.

4 na(ar + by )1,

On peut donc appliquer 4 un polyndme symbolique les procédés
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ordinaircs de dérivation ; d'ailleurs, on peut considérer des poly -
némes contenant un nombre quelconque de variables et de sym-

boles, tels que
(ax- by +cs=-...)m

Lorsqu’un polynéme f(x), 4 une seule variable, n’est pas homo-
géne, on peut toujours l'écrire sous la forme homogene f(z, »);
il suffit, dans les résultats, de remplacer ensuite y par 1; cette re-
marque s’applique d’ailleurs aux polyndmes contenant un nombre
quelconque de variables. Ainsi les propriétés des formes homo-
génes s’appliquent aux polynémes symboliques.

Nous avons supposé que I'on peut représenter par une lettre le
symbole d’une suite de quantités données; inversement, on peut
calculer successivement les termes d’une suite définie par un
symbole. Soit, par exemple, une suite donnée '

L
(a) Aoy Ay, Ase oo oy Apy oo s

on peut, de bien des maniéres différentes, calculer des suites de
nombres qui dépendent des nombres de la suite (a).
Posons, par exemple,

(1) byt(a+1)n,

¢'est-a-dire
n(n- 1

b,= Dy + !
a, - - -
n n 1 I 1 1.2

Ap-g+...+ Qy;

Nous allons montrer que ’on peut introduire, dans la relation (1).
unc variable quelconque 3; en effet, soit f(x) un polyndme quel-
conque
J(x) = poxt+ pran=t -part=24-. . .+ ppx0;

nous avons, d’aprés la formule (1).



CHAPITRE XIII. — LE CALCUL SYMBOLIQUE. 209

En multipliant respectivement ces égalités par py, py, p2y---,pa
et en ajoutant, il vient

(2) S(O)d f(a+1).

Cette relation subsiste, quelle que soit la fonction entiére f(x).
Nous pouvons donc écrire les égalités

S (o) f (a+1),
S (o)L f'(a t 1),
ST ()L S (a+1),

-
< ~ -

-7 - a3 ? .o R4
i o2l 31 Y

3 3n
I,

il vient, en ajoutant ct en tenant compte dz la formule de Tay-
LOR, I'égalité symbolique

S(s+b) f(s+a—+1).

Ce procédé d’extension d’une égalité symbolique s’applique
évidemment 4 une fonction d’'un nombre quelconque de variables
et de symboles. Ainsi, dans la formule précédente, on pourra
supposer que 5 représente un symbole au lieu d’un nombre.

Non seulement les formules symboliques déterminent des
nombres par des relations avec des nombres donnés a I'avance,
mais elles peuvent servir & déterminer les termes successifs d’une
suite inconnue. Ainsi, par exemple, la formule

(B—+1)"— Broo,

1 '
pour n>1, en supposant By =1, B, = — 5? permet de déter-

miner successivement des nombres B,, By, B;. ..., et ainsi indé-
finiment; nous verrons plus loin que ces nombres sont fort impor-
taots dans les développements de ’Arithmétique et de I’Algébre :
on les appelle nombres de Bernouvrri. Nous devons ajouter que,
pour la simplification des raisonnements et des formules, il nous
a paru indispensable de modifier légérement les notations ordi-
naires de ces nombres.
E.L.— 1L 15
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122. Du symbole exponentiel. — Au lieu de mettre en évi-
dence, dans le développement de f(x), les coefficients du bindme,
on peut y mettre telle suite réguliére ou irréguliére de coefficients
donnés a I'avance; ainsi, par exemple, nous pouvons toujours
écrire un polyndéme f(z), de degré n, sous la forme

Qn

ay as as
f(x)=a0+l—'a'+;.t’+ j-‘z’—e—...—i—n,.zr".

Nous désignerons ce polynéme par la notation condensée exp ax,
que nous appellerons la forme symbolique exponentielle. Nous
allons d’abord donner les dérivées successives d’un polyndme
écrit sous cette forme. Soit donc

S(z)<2 expax.

En supposant le polynéme développé el en prenant la dérivée, on
vérifie immédiatement que P'on a

S (z) a expax,
J" (z) < atexpax,

et, en général,
SfPz Lsarexpax.

Le développement de la puissance d’'un bindme peut s’écrire
sous la forme exponentielle; ainsi, siI’on désigne par p, le nombre
des arrangements simples de p lettres prises n & n, c’est-a-dire
si 'on pose

pPa=pp—1)...(p —n+1),
on a la formule
(1+z)Pexppr;

on a, de méme, pour d’autres valeurs de I’exposant,

(1+2z)1expga;
(1+2)r s exp rr;

supposons r = p + ¢; la formule du bindme de VinpermoxpE
peut s’écrire sous la forme condensée

() ra ¥ (p+q);
et, par suite,

(2) exppz Xexpgr¥exp(p+q)z.
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D’ailleurs, puisque les développements des binémes de Newron
et de VANDERMONDE ne reposent que sur la régle des exposants, a
savoir

pm.pn =pm+n,

il en résulte que I'identité (2) subsiste pour deux polyndmes ex-
ponentiels quelconques, exp px et exp gz, et que le produit de
ceux-ci est un polyndme expounentiel, exp rz, dont les coefficients
se déterminent par la formule (1). '

Le théoréme précédent s’applique au produit d’un nombre
quelconque de polynémes exponentiels, et ainsi

exp (azx).exp (bzx).exp (ex) exp(a+ b+ c)z,
expaz.expbr.expcr.expdrvexp(a+b—c+d)x.

Cependant, on doil observer que, si deux polynémes deviennent
identiques, on n’a pas le droit d’écrire

(expax)ichsexp 2ax;

mais il faut calculer les coefficients b du carré de la forme expax,

par la relation
bnds (a + a')n,

en considérant d’abord comme distincts a et @/, et en remplagant
ensuite, dans le résultat final, a” et a'” par a,.

123. Probléme des rencontres. — Nous appliquerons les mé-
thodes du calcul symbolique a plusieurs problémes sur les per-
mutalions et, en particulier, au célébre probléme du chevalier
de MonT™MORT, traité par EuLer, et connu sous le nom de probléme
des rencontres. 1l s’agit de déterminer le nombre des permuta-

tions de n éléments
a,, Qaj, ey Q@p,

dans lesquelles aucun élément n'est placé a un rang égal a son in-
dice. Ce probléme revient évidemment a déterminer le nombre
des permutations figurées (probléme des tours, n° 43), dans les-
quelles il ne se trouve aucun élément sur 'une des diagonales,
telle que a2’ (fig. 68).

Désignoas par Q, le nombre des permutations dans lesquelles
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aucun élément n’est & son rang naturel, et par P, le nombre
total n! des permutations. Soit & I'une des (n — 1) positions de la
tour, sur la premiére colonne, la case @ du coin étant exceptée,
d’aprés I'’hypothése. Nous devons considérer deux cas, suivant
que, dans la ligne inférieure, il y a une tour &’ symétrique de b par
rapport i la diagonale aa’, ou en une autre position quelconque c.
Dans le premier cas, en supprimant les ligues et les colonnes con-

Fig. 68.

b' c
Probléme des rencontres.

tenant b et 0/, il reste un ensemble de cases qui correspond, dans
la question présente, & un échiquier de (n — 2) cases de coté.
Dans le second cas, échangeons les colonnes contenant b et c;
alors ¢ vient en a, et b sur une case non située sur la diagonale;
par suite, en supprimant la premiére ligne et la premiére colonne,
il reste une solution sur I'échiquier de (n — 1) cases de c6té; on a
donc la relation de récurrence

(1) Qu=(n—1)[Qa-1 + Qn-2].

On trouve ainsi successivement, pour les premiéres valeurs

de n,
n 0’ l7 2? 3’ "" 5? 67 7! 8'
Qpl1, o, 1, 2, 0, 44, 265, 1854, 14833.

On observe immédiatement, pour les premiéres valeurs de n,
en divisant chaque nombre Q par le précédent, la loi suivante

(2) Qu=nQu-1+(—1)";
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nous allons démontrer que cetle relation est générale. En effet, si
dans la relation (1) nous changeons n en (n + 1), il vient

Qne1=n(Qu~+ Qu-1);
en retranchant de la précédente, on trouve
Qrr1=(n+1) Q- (—1)r+1;

c’est précisément la relation (2), dans laquelle on remplace »
par (n +1). Ainsi, cette formule est générale. En divisant ses
deux membres par P, = n!, nous avons

Qn _ Qny (=0,

- ’
Pn Pay Pp

si 'on fait successivement n = 2,3, 4...., et si 'on ajoute les
égalités obtenues, il vient

Qn !

(—
Pa = 3! '

1
_——..
4! n!

~+

1
31

La méthode précédente ne différe de la solution donnée par
EuLer que par la forme géométrique (). Nous exposcrons une
autre méthode fondée sur le calcul symbolique; cette solution,
trés remarquable par son élégante simplicité, est due a M. Neu-
serc (voir Mathesis, t. 1, p. 23).

Considérons I'ensemble de toutes les permutations, c’est-a-dire
de toutes les solutions du probléme des tours, en nombre P,,. Parmi
celles-ci, le nombre des solutions ne contenant aucun élément a
son rang, c’est-a-dire aucune tour sur la diagonale, est, par défi-
nition, égal 3 Q,. Le nombre des solutions contenant une seule
tour sur la diagonale est, comme on le voit en supprimant la
ligne et la colonne contenant cette tour, nQ,_,. En général, le
nombre des solutions qui contiennent p tours sur la diagonale est

(*) Recherches sur une nouvelle espéce de carres magiques (Mémoires de la
Socicte des Sciences de Flessingue, t. IX; 1779). — A propos de la relation (2),
EuLER ajoute : « Mais je dois avouer que je n’ai trouvé la propriété de déterminer
chaque nombre par le seul précédent que par induction, et je nc vois pas trop
bien comment on pourrait la déduire de la nature de la série. » Cette difficulté,
signalée par EULER, a été résoluec par M. NEUBERG.
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égal au produit de Q,_, par le nombre des maniéres de placer
p objets sur n cases, ou le nombre C; des combinaisons de n ob-
jets pris p & p. Enfin le nombre des solutions contenant n tours
sur la diagonale est 1; par conséquent, en posant convention-
nellement Qo=1,0n a

P, = Q,+ v Qpy - iu:i‘r—") Qpg+...+ Qo, i
ou, symboliquement,

Prnny (Q N )L

ainsi, les symboles P et (Q + 1) sont équivalents dans les for-
mules algébriques; on a donc, avec une variable z, I'identité

(P+x)ree(Q +1--x)n,
et en supposant r == — 1, il vient

Qreda(P —n ou QL A0P,,

Plus généralement, si I'on désigne par A}, le nombre des arran-
gements simples de m éléments pris n & n et par B}, le nombre
des arrangements discordants avec un arrangement, c’est-a-dire
des arrangements tels qu'aucun des éléments n’occupe la méme
place que dans l'arrangement donné, on a encore les formules
suivantes, indiquées par M. Nevserc :

AR e (12 u)n, avec up = BiPy;
Bl e (1 --e)m, " p = ;\;‘:——I;;Z
B2, epo ! c‘p(— w). ) W), — C;',,'_’;,.

Aprés le développement des seconds membres, on doit rem-
placer les exposants de u, ¢, w par des indices, puis up, vp, Wwp
par les valeurs indiquées, C désignant des combinaisons simples.

Ezemple 1. — Développer 'expression (Q,: Py) en produit continu.
On déduit des formules (1) et (2)

Qn _Qay Qn

Py Pasy Qn— \_()"’



CHAPITRE XIIl. —— LE CALCUL SYMBOLIQUE. 215

par suite, en remplagant successivement r par 2, 3, .... n, et en multi-
pliant, membre 3 membre, les égalités obtenues, il vient

Q e

[ T

(=S

1 29
38

Ce calcul a é1é indiqué par M. HermEs (Archives de GRUNERT).

Exemple II. — Probléme des ménages. — Des femmes, en nombre n,
sont rangées autour d’une table, dans un ordre déterminé; on demande
quel est le nombre des maniéres de placer leurs maris respectifs, de telle
sorte qu'un homme soit placé entre deux femmes, sans se trouver a cdté
de la sienne?

Le probléme revient évidemment a déterminer le nombre des permuta-
tions discordantes avec les deux permutations

1, 2, 3, 4, ..., (n—1), n,
2, 3, 4, 3 .... n, 1,

c’est-i-dire & déterminer le nombre des maniéres de placer n tours sur
I’échiquier, de telle sorte que ces tours ne soient pas mutuellement en
prise, et ne sc trouvent pas situées sur les cases de la diagonale ascen-
dante x, ni sur celles de la paralléle immédiatement au--dessus, ni sur le
coin inférieur a droite.

Nous ne connaissons aucune solution simple de cette question, dont
I'énoncé donnc lieu a I'étude du nombre des permutations discordantes
de deux permutations déja discordantes et, plus généralement, du nombre
des permutations discordantes de deux permutations quelconques.

124. Des permutations figurées, symétriques par rapport a4 une
diagonale de I’dchiquier. — Nous com'mencerons par déterminer
le nombre D, des permutations qui sont symétriques par rapport
a la diagonale aa’ (fig. 69). Deux cas peuventse présenter, suivant
que la tour placée dans la premiére colonne est au coin a de la
diagonale, ou en b, case quelconque de cette colonne autre que a.
Dans le premier cas, en supprimant la ligne et la colonne qui con-
tiennent a, il reste un échiquier de (n — 1) cases de coté. Dans le
second cas, a la tour b correspond nécessairement la tour 0, sy-
métrique par rapport a la diagonale. En supprimant les lignes et
les colonnes qui contiennent b et &', il reste un ensemble de cases
que l'on peut considérer comme celles d'un échiquicr de (n—2)
cases de cOLé; mais b peut occuper (n — 1) places. On a donc la re-
lation de récurrence

(') Dn= Dn—l"""_”Dn—!a
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ou, en posant D, = u,, et en changeant n en (n +1),
(2) Auu =nu,_y,;

et, en général,
Af(u) ,, df(u)
Ly N,

On trouve, par un calcul direct, les valeurs suivantes :

nlo, v, 2, 3, 4 5 6 7, 8 .4
D, |1, 1, 2, 4, 10, 26, 76, 232, 764,

La relation (1) ne permet pas d’obtenir facilement D, en fonc-
tion de n; mais on y parvient de la maniére suivante. Lorsque, dans
une solution quelconque D,, symétrique par rapport a la diago-
nale aa’, on échange les colonnes contenant deux positions symé-
triques, telles que & et &/, et qu'on fait la méme opération pour
tous les couples de positions symétriques, on replace toutes les
tours sur la diagonale aa’. On voit donc que le nombre des solu-
tions, dans lesquelles toutes les tours, 4 'exception de deuz, sont

Fig. 69.

a

situées sur la diagonale, est le nombre des combinaisons simples C};
on voit ensuite que le nombre des solutions dans lesquelles toutes

les tours, a I’exception de quatre, sont situées sur aa’, est
y q s ’
' c:cr .-
1.2 n™n—2

puis on reconnait que le nombre des solutions dans lesquelles
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toutes les tours, a 'exception de siz, sont situées sur la diago-

nale ad/, est
)

1.2.3

CI’A Cl’t—lcl’l-h

et ainsi de suile. On a donc

Ci+ ﬁ C2Cl,+ ——C2C3-4Cly ...

Dp=1+ 1.2.3

c’est-a-dire

n_(f—l)+l¢(n—|)(n—2)(n-—3)

D,=1+
n 2.1

2.4.0
ou encore, sous forme symbolique exponentielle,

D, & expax, avec a, = %’%ﬂ .

125. Des permutations figurées qui sont symétriques par rap-
port aux deux diagonales de Iéchiquier. — Nous observerons
d’abord que toute solution symétrique par rapport aux deux dia-
gonales est symétrique par rapport au centre; inversement, toute
solution symétrique par rapport au centre et & I'une des diago-
nales I'est aussi par rapport a I'autre diagonale. Il suffit donc de
considérer I'échiquier pair de 2 n cases de coté, et, si 'on désigne
par B le nombre des solutions, on a

Bansr = Bay.

Il existe nécessairement une tour sur la premiére colonne; sion
la suppose en un coin, @ ou b (fig. 70), il en résulte la position
d’une seconde au coin opposé a’ ou b'. Mais si 'on suppose la
tour de la premiére colonne & une case b (fig. 71) distincte d'un
coin, il en résulte la position de trois autres tours en ¥/, ¢, ¢’. Donc,
en supprimant les lignes et les colonnes qui renferment des tours,
il reste, dans le premier cas, un échiquier de (217 —3a) cases de
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cdté, et, dans le second, un ensemble de cases que I'on peut con-
sidérer comme un échiquier de (227 — {) cases de coté; mais,

Fig. 7o.

dans le second cas, b peut occuper (27 — =) positions. On a donc
la relation de récurrence

By, = 2By, 2+ (20 —2)By,

Fig. ;1.

On trouve ainsi, pour les premiéres valeurs de n, les nombres
suivanls :
nlo, 1, 2, 3, § 5 6. 7, 8,

B, |1, 1, 2, 2, 6, 6, 20, 20, 76.

126. Des permutations figurées qui sont symétriques par rap-
port & une diagonale et qui n’ont aucune tour sur cette diago-
nale. — Nous désignerons par T, le nombre des solutions pour



CHAPITRE XI11I. — LE CALCUL SYMBOLIQUE. 219

I'échiquier de n cases de c6té; il est évident que le probléme ne
comporte aucune solution pour n impair; d’autre part, on voit fa-
cilement, par la considération de la fig. 69, que I'on a

Tg,, = (2" —_ I)Tg,,_g;
par suite,
Ty =1.3.5...(20n —1),
ct
To:l. T!"_H:().

Nous avons obtenu précédemment (n° 124) le nombre D, des
permutations figurées qui sont symétriques par rapport a une dia-
gonale. En appliquant le raisonnement de M. Nevsere (n° 123), au
cas qui nous occupe, on trouve la formule symbolique

D7 ha (T +1)n,
et, par suite (n° 121),
T# es (D —1)n.

127. Des permutations figurées qui sont symétriques par
rapport au centre et qui n’ont aucune tour sur une diagonale. —
Désignons par S, le nombre cherché pour I’échiquier de 7 cases:
on a d’abord, pour I'échiquier impair,

S!n+l = 0.

Lorsque le coté 2 n de I'échiquier est pair, on a trois cas a con-
sidérer :

1° La tour de la premiére colonne, a gauche, estau coin qui ne
fait pas partie de la diagonale considérée 7 ; alors, en suppri-
mant les bords de I'échiquier, il reste un échiquier de (2n — a)
cases de cOté; on a ainsi S,,_, solutions.

2° La tour @ de la premiére colonne n'étant pas dans un coin
peut occuper (27 — 2) places; s'il existe, dans la ligne inférieure,
une tour @' symétrique de a par rapport a la diagonale .7, la sup-
pression des lignes et des colonnes, contenant @, a’ et les cases
symétriques par rapport au centre, donne un ensemble de cases
qui correspond & I'échiquier de (22— 4) cases de c6té; on a ainsi
(2n — 2) San_s solulions.

3° La tour est en a et la tour de la ligne inférieure n’est pas la
symétrique de @ par rapport a la diagonale; alors on échange les
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deux colonnes, comme au n° 123, ainsi que les colonnes symé-
triques par rapport au centre, et ’on supprime les bords de I'échi-
quier; il reste alors un échiquier de (2n — 2) cases de c6té ; d'ail-
leurs @ peut occuper (2n — 1) places. On a donc

Sy =(2n —2)Sy,_a+ (20 —2)Syy_s.

Par la méthode de M. Neuserc, on Lrouvera, comme au n° 123,
I'identité symbolique

G ofs (S2-q)n avec So=1, Go=1,

dans laquelle G,, désigne le nombre des permutations figurées qui
sont symétriques par rapport au centre de ’échiquier (n° 43,
Ez. 1I). Ainsi les symboles G2 et (S? 1) sont équivalents, et

I'on a
Sta Lo (G2 — ),

ou, en se reportant a la valeur de G,,,

n )
Sy = 270! — Tz"-‘(n —l = e (—a)n
d’ailleurs, on a encore
Gy, = 27P,. et Sty (2P — 1),

128. Des permutations figurées qui sont symétriques par rap-
port aux deux diagonales de l’échiquier et qui ne contiennent
aucune tour sur une ou deux diagonales. — Nous désignerons
respectivement par U, et par V, les nombres des permutations
qui ne contiennent aucune tour sur une diagonale, ou sur deux
diagonales, dans I’échiquier de n cases de c6tés. On a d’abord

’ .
Uspi1 = 0, Vi = 0. Vi=o.

En se servant des inéthodes employées précédemment, on ob-
tient les formules de récurrence

Uy, = Uspa+ (272 — 2)Uyyse
Va, = (2"—2)"!2/1-&1
d’out 'on déduit
Via =2.6.10...(jn—2),

Vin+t2=o0.
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Par I'analyse de M. NeusErc, on obtient les identités symboliques

et aussi

Bing,(Ul_,_ )",
U:n*(B:_ |)n’

U!n&(VI <+ |)n'
Van *(U:_ l)";

enfin, par comparaison avec les précédentes,

Bt oy (V12 ).

En résumé, les permutations figurées étant désignées par les notations

suivantes

P, permutations figurées;
G, symétriques au centre;
D, symétriques a une diagonale;

B, symétriques aux deux diagonales;

R, symétriques par rotation d’'un quart;

on forme, pour les premicres valeurs de n, le Tableau :

n.

P, G,. D,. B,. | R,
1 | 1 1! 1 1

1 1 1 1 1

2 2 2 o

6 2 4 2 (]

24 8 10 6 P

120 8 26 6 2

720 48 76 20 o

5040 48 232 20 [
40320 384 764 76 12

3 62880 384 2620 76 12

36 28800 | 3840 9496 | 312 0
39916800 | 3850 | 35696 | 312 0
479001600 | 46080 | 1fo152 | 1384 | 120

On peut facilement déterminer le nombre des solutions primordiales,
¢n ne considérant pas comme distinctes les solutions que 1'on peut déduire
d’une premiére par rotation de I'échiquier pour un ou deux quarts de tour,
ou par symétric par rapport a 'une des médianes, ou a 'une des diagonales
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de I'échiquier. Nous désignerons par la lettre grecque correspondante le

nombre des solutions primordiales de chacun des groupes précédents.
En exceptant I'échiquier d'une case, toute solution bisymétrique soit

par deux diagonales, soit par rotation d'un quart de tour, donne une autre

solution; on a donc

Bo =2 3.

R,= 23p.

Toute solution morosymétrique, c’est-a-dire symétrique par rapport au
centre ou par rapport a une scule diagonale, en produit trois autres; mais
on doit tenir compte des solutions bisymétriques; on trouve ainsi

-~
§8n+ §Bn=12Dn.

ce qui détermine y,; on a ensuite

?’n = ‘% an

on

-".'n-_- G,—B,— RII;

i Ra,

Sp=41D,—1B,.

Si z, désigne le nombre des permutations primordiales qui ne présentent
aucun caractére de symétrie. on a, puisque chacune d’clles en donne huit.

8a,+ 4%, — -".’n"-‘-f,gn‘*' 25,= Pa.

et ainsi

82,=P,—B,—G,—D,.

Enfin, le nombre total s, des solutions primordiales est

>
Cp=—0ay—+ 3::'-— \nt %a = da.

On forme ainsi, pour les premiéres valeurs de n le Tableau suivant :

n. , 2,. S, i Yo I 0, g,
— | S
2 l o o ' o 1 o 1
31 o I o I o 2
4 | I 2 i o 3 1 >
5 9 10, o 3 1 23
6 70 28 7 10 o 115
7 71 106 7 10 o 694
8 4820 344 74 38 6 5282
9 44676 1272 74 38 6 46066
10 4 50824 4592 882 156 o 456454
11 49 80274 | 17692 882 156 o 49 99004
12 | 598345748 | 69384 1144 | 692 | 6o | 599 16028

Il nous reste 3 donner les valeurs numériques

des solutions qui corres—
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pondent aux premiéres valeurs de n pour les permutations restreintes.
c’est-a-dire des permutations figurées qui n’ont aucune tour sur I'une des
diagonales, ou sur les deux. Nous laissons au lecteur le soin de déterminer
les nombres des solutions primordiales correspondantes.

Qn permutations figurées simplement restreintes:

Sa symétriques au centre et restreintes par une diagonale ;

T, symétriques et restrcintes par une diagonale;

U, symétriques aux deux diagonales et restreintes par I'une d’elles;
V. symétriques et restreintes pour les deux diagonales.

n. Q.. S, T, | Up | Ve
0 1 1 1 1 1
1 o o 0 o o
2 1 1 i 1 o
3 2 o J o o
4 9 5 3 3 2
5 44 [ o [ )
6 265 29 15 7 o
7 1854 o o o [
8 14833 233 10D 23 12
9 1 33496 o o o o

10 13 34961 2329 945 81 o
11 146 84570 o o o o
12 | 1762 14841 | 27919 I 10395 331 | 120

Ezemple I. — Déterminer le nombre des permutations figurées, symé-
triques par rapport & une diagonale de I'échiquier, et n’ayant aucune tour
sur l'autre diagonale.

Exemple II. — On considére la suite
I, 1, 2, 8 50, 418, ...,
dans laquelle ¥y = 4, = 1, et
Up = (20 —1) Up—y — (R —1) Un_y;
démontrer que 'on a )
2%u, =1+1.C} +1.5.C} +1.5.9.C3+ ....

(SYLVESTER).
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CHAPITRE XIV.

SOMMATION DES PUISSANCES NUMERIQUES.

Nous exposerons dans ce Chapitre les principaux résultats sur
le Calcul des sommes, que 'on appelle improprement Calcul in-
verse des différences. Ce calcul a pour but de déterminer la
somme des valeurs numériques que prend un polynéme donné,
lorsque I'on y remplace la variable par des nombres en progression
arithmétique. En particulier, ce calcul donne la somme des
puissances semblables des termes d’une progression arithmétique;
plus particuli¢érement, il donne la somme des puissances sem-
blables des nombres entiers.

Lasomme des carrés des premiers nombres entiers était connue
d’ArcHiMEDE, qui en a fait 'application & la détermination du vo-
lume de la pyramide et de l'aire du segment, dans la parabole et
dans la spirale. On la trouve aussi dans les ouvrages des géométres
de I'lnde, et dans le Liber Quadratorum de Fisonacci. Les géo-
métres indiens ont encore donné la somme des cubes des n pre-
miers nombres, au moyen d’'une méthode fort originale que nous
avons développée.

Le second procédé de sommation est celui de Fermar; il est gé-
néral. Pour trouver la somme des valeurs numériques que prend un
polynéme f(x) lorsque I'on remplace la variable = par des entiers
consécutifs, Fermar développe le polyndme f(z) suivant une
somme algébrique de factorielles dont les facteurs représentent
des suites d’entiers consécutifs (n° 102), telles que

r, r(r+1), z(z+1)(x+2), r(x-+1)(x+2)(x+3), ...;

ce procédé est le plus simple et le plus rapide, puisqu'il ne sup-
pose que la théorie de la division algébrique. En appliquant a ce
procédé la formule d’interpolation de Newzon (n° 108), on obtient
facilement le développement de f(x) en somme de factorielles
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consécutives, et ainsi, au moyen des formules du n° 37, on peut
calculer rapidement

2f(r), 2Lf(x), ZZZf(=z),

pour des valeurs enti¢res et consécutives de ., en progression
arithmétique. Nous développons plus loin, au n° 137, la théorie
générale de ce procédé.

Le troisiéme procédé a été exposé par Pascav, dans son Traité
de la Sommation des puissances numériques. 1l consiste a cal-
culer successivement, par récurrence, les sommes des puissances
semblables des termes d’une progression arithmétique au moyen
de toutes les sommes des puissances dont les exposants sont plus
petits. C'est le procédé qui est habituellement employé dans tous
les cours de Mathématiques; cependant, bien que nous I'ayons
beaucoup perfectionné, il est notablement inférieur au procédé
de Fermat, et 4 celui de Jacoues Bernourrr, dont nous allons
dire quelques mots. .

l.a somme des puissances semblables, d’exposant n, des = pre-
miers termes d’une progression arithmétique est un polyndme de
degré (n+1), en z, ainsi qu'on le déduit immédiatement des
deux procédés que nous venons d’indiquer ; mais, si I'on met en
évidence, dans le développement de ce polyndme, les coefli-
cients de la puissance correspondante du binéme, on parvient &
la connaissance d’une suite unique de nombres, que 'on appelle
nombres de Bernoulli, qui sec reproduisent pour tous les expo-
sants. Ce fait remarquable permet alors d’établir des formules
générales pour les sommations des puissances numériques.

Enfin nous rappellerons le procédé indiqué par Aser, qui donne
lieu a des formules intéressantes; mais ¢’est un procédé détourné
que nous avons expliqué au n° 114 (£z. /).

129. Sommation des carrés et des cubes. — Nous désigncrons
par Sy, Sz, Sy, ... les sommes des n premiers nombres entiers, de
Reurs carrés, de leurs cubes, .. .. Pour obtenir la somme des carrés,
©on part de I'identité

1) nt=(n—1)n+n;

siPon y remplace successivement n par 1, 2, 3, ..., n, et sil'on
E.L. — L. 15
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fait la somme des égalités obtenues, il vient par la formule de
sommation des factorielles 'n° 37)

Sy— Y n—1ynin=-1-Ln(n+);
en simplifiant, on trouve la formule déja obtenue (n° 39)
Sy=tn(n4+1)(2n+1).

Pour avoir la somme des cubes. multiplions le premier membre
et le dernier terme de I'identité (1) par n, et le premier terme du
sccond membre par (n=-1° -1, afin d'introduire des factorielles:
il en résulte l'identité

(2) R¥z:(n—nin 10 =n;

si 'on y remplace successivement n par 1, 2, 3, ..., n, etsi Pon
fait la somme des égalités obtenues, il vient

Ss=ln- vnn-—1nn=+2)+n(n +1);
en remplacant n(n —- 1) par 2S,. et (n —1) n--2) par (25, —2),
83 = (S;)%

Exemple I. — On partage la suite des nombres impairs en groupes con-
tenant vespectivement 1,2, 3. ..., p termes; trouver la somme des p termes
du groupe de rang p.

Le groupe de rang p est une progression arithmétique de raison 2, con-
tenant p termes et dont le premier a pour expression

tp—np N
1+ -f——L.2 ou p*—p-+u;
la somme des termes de ce groupe est donc égale a p3. Cette propriété a
été indiquée par NicomaQue. de Gérase (100 ans environ aprés J.-C.). Par
suite, la somme des n premiers cubes vaut la somme des S; premiers
nombres impairs, nombre égal & celui des termes des p premiers groupes;
ainsi, encore, on démontre que 8y = (5))%

Exemple 11, -- On partage la progression arithmétique commencant
par 1 et de raison (¢ —=2) en groupes contenant respectivement 1, 2, 3,
4. +.., p termes: trouver la somme des termes du groupe de rang p et la
somme des termes des n premiers groupes.

On trouve, pour le groupe de rang p,

ﬂ\p— n;)(p-i—l)

.

P3+(q —_—

par conséquent, si I'on fait la somme de tous les termes renfermés dans
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les n premiers groupes (leur nombre est égal au polygonal de ¢ cotés
dont le rang est le n'™* triangulaire S;), on obtient le carré de ce trian-
gulaire S,. augmenté du triangulo-triangulaire de rang (n — 1) multiplié
par 3(q — 4). En d’autres termes,

n(n=+1)72 (n—nyn(n+1)(n + 2)
[ Py ] +3g—4)- 1.2.3.4 '

Le théoréme précédent est une interprétation d’un passage obscur de
FERMAT, qui s¢ trouve & la suite de la proposition 27, livre II, de I’Appen-
dice de BacHET aux nombres polygonaux (voir notre Mémoire: Sur un
théoréme de I’ Arithmétique indienne, publié dans le Bullettino di Bi-
bliografia, t. IX; Rome, 1876).

Ezxemple Ill.— On partage la progression arithmétique commencant par
et de raison 4, qui produit les nombres hexagonaux, en groupes contenant
respectivement 1, 3, 5, 7, ... termes; trouver la somme des termes du
groupe de rang p.

Ce groupe cst unc progression arithmétique de raison 4, contenant

2p —1) termes, dont le premier cst

1+ 4ip—1)%
par conséquent, la somme des termes de ce groupe est
[1+4(p—1)*+2(2p—2)](2p—11. ou (2p—1).

On en déduit que la somme des n premicrs cubes impairs est égale au
nombre hexagonal de rang n?, c’est-a-dire a n2*(2n2—1).

Ezxemple IV. — On partage la suite des nombres entiers en groupes
contenant respectivement 1, 2, 3, 4, ... termes; démontrer que la somme
des termes renfermés dans les 2 premiers groupes de rang impair est
égale a nt.

Ezemple V. — Pour quelle valeur de 2 la somme des carrés des (n + 1)
entiers consécutifs, dont le dernier est 22, vaut-elle la somme des carrés
des n entiers suivants; quelle est cette somme?

On doit poser

(x—n)P4-(z—n+1)r...5-(r—1) 4+ 22
=(@+ 125+ (T+ 2)2 ... (2 +— n)?,
c’est-a-dire

p=n p=n
st= Y (@ +py—(z—p)it]= 3 4pa,
p=1 p=1
d’ou Pon tire
z=2n(n-+1)
la somme de ces carrés est

(12n2+12n +1)S,.
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130. Sommation des bicarrés. — Reprenons I'identité

n=(n—un(n+1)+n;

multiplions par » le premier membre et le dernier terme dusecond
membre, et par (n + 2)— 2 le premier terme du second membre,
afin d’obtenir des factorielles; il vient

n=(n—nn(n+1)(n+2)—z2(n—1)n(n 1)+ nt

Remplagons successivement n par 1, 2, 3, ..., n, el ajoutons
les égalités obtenues; nous avons

Si,=3(n—1)n(n+1)(n+2)(n+3)—f(n—1)n(n+1)(n+2)+ S,;

remplagons n(n + 1) par 2S,, et (r —1)(n + 2) par (25, — 2), il
vient tout de suite
58, =(4n+2)(8:)*— Sy,

el encore, en remplagant (4n + 2)S, par 6S,,
55;: S,(GS,—I).

La premiére des deux formules précédentes a été donnée par FERMAT
dans sa lettre & RoBeRvAL du 4 novembre 1636 : « Si vous multipliez le
quadruple du plus grand nombre augmenté de 2 par le carré du triangle
de ce nombre, et si du produit vous retranchez la somme de leurs carrés,
vous obtiendrez la somme quintuple de leurs quatriémes puissances. Il
semble que BacnEer, dans son Traité des Multangulis, n’a pas voulu tater
ces questions, aprés avoir fait celle des carrés et des cubes. Je serais bien
aise que vous vous exerciez pour trouver la méthode générale, pour voir
i nous nous rencontrerons. »

Avant FERMAT, la somme des n premiers bicarrés a été donnée par le
médecin DisMcHID BEN Mas’oup, qui prit part & la rédaction des Tables as-
tronomiques d’OvLotG-BEG. On lit dans un manuscrit conservé au British
Museum, daté de 1589 (997 de I'hégire), un passage qui a été traduit
ainsi : « Si nous désirons connaitre la somme des bicarrés, nous retran-
chons 1 de la somme des premicrs nombres et nous prenons constamment
le cinquiéme du reste; nous I'ajoutons & la somme desdits nombres et nous
multiplions ce qui en provient par la somme des carrés des mémes nombres. »

On a donc
S,= (s‘—;_l -+ Sl) S,,

formule équivalente a celle du texte, et préférable dans l'application a
celle de FERMAT, puisqu’elle donne le quotient de S, par S,.
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Cependant, c’est @ FERMAT que 'on doit le principe de la méthode gé-
nérale pour trouver les sommes des puissances semblables des nombres en-
tiers. Il dit encore, dans la lettre que nous venons de rappeler : « Il faut,
étant donné un nombre, in progressione naturali, trouver la somme
non seulement de tous les carrés et cubes, ce que les auteurs qui ont
écrit ont déja fait, mais encore la somme des carré-carrés, des carré-
cubes, etc., ce que personne que je sache n'a encore trouvé, et pour-
tant cette connaissance est belle et de grand usage, et n’est pas des plus
aisées; j'en suis venu & bout avec beaucoup de peine. »

Exemple I. — La somme alternéce des carrés des 22 premiers nombres
impairs est égale & —8n®.

Exemple 1I. — On partage la suite des nombres impairs en groupes
tels que le »¥™ groupe ait (1 42+ 3 +...—n) termes; la somme des
termes de ce groupe est égale au produit

(1+2+3+...+n)12+ 22+ 324...+ n?).

Exemple III. — On partage la suite des nombres impairs en groupes
tels que le n*¥™ groupe ait an termes; la somme des termes de ce groupe
est and,

Exzemple I'V. — La somme des nt nombres entiers, qui suivent les n
premiers, est double de la somme des n premiers cubes.

Ezemple V. — On partage la suite naturclle des nombres en groupes
tels que le n'¥=e ajt p~ termes; la somme des termes de ce groupe est

prpr—n(p+1)
2(p—1)

Exemple VI. — Sil'on fait de méme, pour la suite des nombres im-
pairs, le groupe de rang n a pour somme

-92)

I,n-«-l(,-,n_;_pn—l -

p—i

Ezemple VII. — On partage la suite des nombres impairs en groupes
consécutifs comprenant chacun un méme nombre p de termes. Quels sont
les groupes dont la somme cst un carré?

Ceux dont le rang est la somme de deux carrés consécutifs.

Ezemple VIII. — SiI'on partage la suite des cubes en groupes consé-
cutifs tels que le n*“" renferme n termes, la somme des termes du n'éme

groupe est
tn3(n24-1)(nt+ 3.
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Exemple XIV.— Si I'on fait la somme des boulets contenus dans les n
premiéres piles triangulaires, en groupant les tranches de méme rang, a
partir du haut, on trouve (n° 38)

n(n+1)(r+2)(n+3)
12

r.a(n+1)+a(n—1)n—+...+~(n—1)a.3+4+n.1.2=

Ezemple XV'. — En opérant de méme sur les piles a base carrée, on a
(n° 38)
n(n+-12(n+9

L+ (n—1)2+3.(n—2)?+...+(Rn—1).22+nat= 2

Ezemple XVI. — On considére les deux suites

12, 22, cevr (R—1)Y, R2,

nt, (n—1) ..., 22, 1

on multiplie chaque terme de la premiére par le terme placé au-dessous;
la somme des produits obtenus est

Fe(n+nl(n+1r—1].

Exemple XVII. — Méme question, en remplagant les n premiers nom-
bres entiers par les n premiers nombres impairs.

On trouve
fsn(8nt+71.

Ezemple XVIII. -~ Dans un jeu de dominos jusqu’au double n, on rem-
place le domino (a, b) par @+ bP; trouver la somme des points obtenus
aprés cette transformation?

Considérons les arrangements complets des nombreso, 1, 2, ..., n, pris
deux a deux, rangés comme dans la table de Pythagore; remplagons chaque
nombre a par ar; en faisant la somme, par lignes ou par colonnes, on
trouve (2n + 2) fois la somme S, des puissances d’exposant p des n pre-
miers nombres; ajoutons deux fois la somme S, pour les doubles. Les
dominos ayant été comptés deux fois, la somme cherchée est égale a
(n+2)S,.

Mémes questions, en remplagant le domino (a, b) par (a—+ b)?, ou
encore par (ab)r.

Ezxzemple XIX. — La somme des n premiers triangulaires de rang pair
a pour expression
tn(n+1)(4n +5).

131. Meéthode indienne. — Considérons la Table de multipli-
cation continuée jusqu'au produit de n par n; la somme des
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pour le développement de S,_,. Mais on doit constater ce fait
remarquable, que si I'on passe de la somme Sp_i ala somme Sp,
pour l'exposant suivant, il suffit d’ajouter, aux équations (2), une
nouvelle équation

(B 4-1)p+1 — Br+ie o,

tout en conservant les précédentes; on n’a qu'un seul nouveau
coefficient B, a calculer. On a donc le théoréme suivant (') :

Si Uon désigne par B,, By, B,, ... une suite de nombres
déterminés successivement par des équations de la forme

3) (B =1 Batoo,

avec les conditions initiales B,=1, B,= — 3, et pour n >,
on a l'identité

) PSp—1e(x + B)r—Be,

Les coefficients B ont été appelés par EvLer les Nombres de
Bernoulli; pour la somme des puissances des x premiers nom-
bres, on remplace B,= —3 par B, =+3. Dailleurs, puisque
Sap_4 est divisible par S; et, par conséquent, par z2, les nombres
de Bernoulli d’indice impair sont nuls, a Uexception de
Bi—==1.

De la formule (4), on tire

ds,
ﬁ dopS, -~ Bp;

cette formule permet de déterminer S, par voic d’intégration, en
calculant chaque fois la constante B, par 'une ou l'autre des con-
ditions S, =1 pour x = 2, et S, = o0 pour z =1.

(*) Ce théoréme a été donné sous une forme différente par JACQUES BERNOULLI
( Ars conjectandi, 1713); la formule (4) a été indiquée par MorvRe dans ses
Miscellanea analytica, mais aussi sous une forme différente. Nous devons faire
observer que, pour la simplification des formules de cette théorie, nous avons da
modifier les diverses notations, employées jusqu’ici, des nombres de BERNOULLI.
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On trouve ainsi, pour les premiéres valeurs de p,

S =1zxrxlx,

S =t mlat + Lo

Sy = L atmlad + | a3,

S, =ixdzixrt + 12— Lo

s‘ = -;- A $%$5 +IL,-1“ —T'f‘””

S¢ = a7 mlxd 4 L ad — Lt Lo,

S; =128 212 4+ T2t — Lot |,

Sg =12 lat - 127 — Lot 33— Lo,

Sy = &zt0izla? + 328 — Lt L oob— 322

Spo=Fpett =izt + $ 29 — 2T+ 25— ! P+ Lo,
11

Syy= L p12-- L gt
11 -+ s

1011 728 4 11 26 _ 11 z4 4 § g2,
T x L xt- L L1zt 8o

12

Le signe — se rapporte a la somme des puissances des (z —1)
premiers entiers et le signe + a celle des puissances des z pre-
miers.

Mais, pour de plus grandes valeurs de p, il est préférable de
développer la formule (4) en mettant en évidence les coefficients
du bindme et les nombres bernoulliens, qui ont été calculés par
M. Apawms jusqu'a B,py. Quant aux nombres B, leur calcul le plus
rapide se fait au moyen des formules données dans le numéro
suivant, ou encore par '’emploi du beau théor¢me de Crausen et
de StaupT, qui sera énoncé et démontré au Livre 111.

135. Nombres de Bernoulli. — On a, pour les premiers nombres,
les valeurs

B, =+5 B, == 33’ Be _+E’

Bg _—%), B,o=+ﬁi6, B,,=——f7i3'o

Bu=+§, B|s=—356%’ Byg= i';g—?

By = 855'(35103 , Byy = — 23739461029 Bao— -+ 8615841 376005.

870 ’ 14322
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Ces nombres jouent un trés grand role dans I'Analyse mathéma-
tique; nous allons donner (uelques autres formules importantes.
Désignons par f(x) un polynéme entier quelconque

Sry=ayrP+ ayrp='+. ..+ apx®,

et reprenons I'identit¢ symbolique

(r+1+B)r-- (0w +B)rdopnra-i;

si nous y remplacons successivement n parp, (p —1),..., 3, 2, 1,
et si nous ajoulons les égalités obtenues, aprés avoir multiplié
respeclivement par do, ¢y. .... @p_y, il vient

(n Sl +=Bo1)—f(r+ By f'(z).

Clest I'identité symbolique fondamentale pour le calcul des
nombres bernoulliens. Si 'on suppose successivement que f(.r)
représente

(2 —0)p. x(rc+1..(xr+p) (r—D)r..(r=+p—1),
on trouve, en faisant ensuite & = o, les formules de récurrence

(2B 1) — (2B —1)Peoapi—1)r-1,
(p+1)(B—0)(Bs2)..(B+p)p!,
(p+)BB+1)..(B+p—1) L—(p—nl

Si 'on suppose encore
J(z) = (r—nrze,

pour p ct (¢ —1) entiers et positifs, U'identité fondamentale
donne la relation
Br(B+1)7—DBe(B—1)rfo.

Cette formule présente, pour le calcul, avantage de ne pas con-
tenir tous les cocfficicnts B, mais sculement ceux dont 'indice
est compris entre By, ct By, en supposant ¢ < p. Elle a été in-
diquée par Stery (Journal de Crelle, t. 84, p. 216); la démon-
stration précédente, qui la rattache a notre identité fondamentale,
a ¢é1é donnée par M. Ravicke (Journal de Crelle, . 89, p. 239).
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Exemple I. — Démontrer la formule
(B +2)(B+3)...(B+ p)de(p —1)! ({ T - Iio)

Ezemple II. — Démontrer la formule
BP(B +1)7(B +2)"(B + 3 B¢(B —1)"(B — 2)7(B —3)»,

dans laquelle p, ¢ —1, r —1, s —1 sont des entiers positifs.
On pose dans l'identité fondamentale

S(zx)=zr(x+1)7(x + 2) (x+3)5;

on remplace ensuite z par —1, —2, — 3, et 'on fait la ¢ des éga-
lités obtenues.
On peut trouver des formules analogues pour les sommes S.

Ezemple III. — L'identité fondamentale (1) peut étre généralisée. En
effet, on peut, avec les notations des dillérences et des différentielles,
1'écrire sous la forme

Af(z+B)ed ‘—'dé

en supposant Az = 1; de méme, par l'introduction d’unc autre variable y
et pour des accroissements de z et de y égaux a 1,

af(xr. )

Al f(z+B, y +B')es 0z 0y

H

el ceci s'applique 4 un nombre quelconque de variables. H ne faut pas ré-
duire les B avec les B, les B, ...; mais, lorsque le développement sym-
bolique du premier membre sera effectué, on remplacera les exposants
de B, B', B, ..., par des indices. On obtiendra ainsi des relations conte-
nant les produits deux & deux, trois a trois, ... des nombres de Bgr-
~ouLL (Comptes rendus des séances de 1’ Académie des Sciences; Paris,
1875).

Nous allons encore démontrer la formule générale
) JBz+3)+ f(Bx) by 2 f(B),

dans laquelle on remplace, aprés développement, les exposants
de Betde S par des indices.
En effet, considérons le polynome en y

PPy =0 —1y —2) +.o.=(y+=ar-—1)":
E.L.— 1L 16
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si 'on fait la somme, on obtient une premiére expression

yp - YT+ Byri—(y=-Bypt
. p+1
Ce résultat subsiste lorsque I'on remplace y par une quantité
symbolique, ct, par exemple, par B'x, en désignant par B’ les
nombres bernoulliens ; mais, si P'on se rappelle que (B+ 1) —B*
s'annule pour n >t et devient P'unité pour =1, I'expression
précédente, ou 'on remplace ¥ par Bz, devient B, ; on a donc

(3) (Bz)p—-(Br+1)P~... -\ Bz+2—1)PezB,,
et, par 'emploi du symbole S,
4) (Bx + S)P~ (Bz)Pels BP;
d’oti I'on déduit ensuite la formule (2).
En particulier, pour z = », la formule (3) devient
(5) (2B —1)P+ (2B)r e 2B,
par conséquent, les nombres de BennouLL1 vérifient la relation
(6) Sf(2B —1) — f(aB)ea f(B).

136. Formules générales de sommation. — Soient f(.r) un po-
lynome quelconque et F(z) le polyndme intégral, I'identité fon-
damentale du numéro précédent peut étre écrite ainsi

S(r)toF(x +B+1)— F(x+ B).

Si 'on remplace successivement x par o, 1,2, ..., (£ —1). et si
'on fait la somme des égalités obtenues, il vient ’

Sf)+fin+f(2)+...+ f(x —1)ds F(xr + B) — F(B).

En se servant des notations du Calcul intégral, on a la formule
symbolique suivante, dont I'application est trés facile,

r=n—1 n+
(1) 3 sy fB " feyde.

Pour obtenir les sommes de deux en deux, nous reprendrons la

formule
(r+B—+1)—(xr+B)redu prr-t.
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Si I'on remplace x par ;.r, il vieal, ¢n multipliant par 27,

(r+=2B=2)p—1r+=2Bwsaprr-!
el, par suite,
F(z—2B<+2)—F(xr -2B)ba f(r).

Remplacons successivement z par 1, 3. 5, .... (20 —1) en
ajoutant les égalités obtenues, il vient

S+ f3)+f(5)+...+ flex— )2 {F(ar +- 2B+ 1 —LF(2B +1:
On a de méme

SO +f(2)+f(i)r...~flar—2) M tF(axr+2B)— [F(aB\.

Par le méme procédé, on trouvera les sommes de 3 en 3. ....
dc renr,...,ct1'on généralisera la formule (1.

4137. Extension de la méthode de Fermat. -~ Soit f(.r) un po-
lyndéme en z de degré n, la formule d’interpolation de Newton
conduit a I'identité

x— 2o Af(0)  xr—uax, ('.7'—.1',.

A2 f(0)
Sior=foy+ T B 2L T Slo)

. h ') 2!

On développe ainsi f(r) en une somme algébrique de facto-
rielles; si I'on remplace z par des nombres en progression arith-
métique de raison %, on trouve par lapplication de la formule
qui donne la sommation des factorielles (n° 37) la somme des va-
leurs que prend le polyndme f(.r) pour des valeurs de & en pro
gression arithmétique.

Mais le résultat est lui-méme un polyndéme de degré (n +1) dé-
veloppé en une somme algébrique de factorielles, et 'on peut lui
appliquer la formule fondamentale indiquée par Fermar; par con-
séquent, on pourra trouver, d’une manitre simple et générale, la
valeur de I'expression

SE .. S

pour des valeurs de x égales aux termes successifs d’une progres-
sion arithmétique.
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Soit, en particulier,

Sf(z) =zn, Az =h =1 et =xo=o,
on a

2(F =1 4o T(E=D(z—2)

Alon+ ...
1.2 1.2.3 !

(1) zr=zdo0"+

par suite, en désignant par S, la somme des puissances ni*™** des
(z — 1) premiers nombres entiers, on a

S, = a‘(.r—:\Aon “ x(:r—l)(':r—'z) Aton
(2) 1.2 1.2.3
z(z—1)(xz—2)(x—3) s3on o+

1.2.3.4

Cette formule montre que S, est un polyndme en x de degré
(n~+1), divisible par z(z —1), et dont le premier coefficicnt

est n—_"_——l (n° 133). La formule (2) n’est qu'une transformation

d’une propriété d'un tableau de sommes (n° 75).

Drailleurs, si I'on prend le coefficient de z dans le développe-
ment de la formule qui précéde, on exprime les nombres de
Bernourr: en fonction des différences de z” pour z =o0; ona
ainsi '

Aon  Aon A3pn Aron

(3) By=— — + — - = e (—=1)"

2 3 4

Ezemple I. — Soit & calculer S;. On forme le Tableau

A A’! A|x"x

6 6 | o| o
12| 7 IS

19| 8| 2

27 | 3

et 'on a

=r(z'—nl__a'(m—l)(m—z)ﬁ_*_a'(.r—-q\(.r—n)(.r—il)

1.2 ' 1.2.3 1.2.3.4 6.

Sa

En simplifiant, on retrouve le résultat connu. Cette méthode parait
moins simple dés 'abord; mais elle est 1a plus commode, lorsque I'on veut
obtenir les sommes successives.
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Ezxemple II. — Trouver la somme
1(x—1)pP+2(z—2P¥+33(zxz—3P+ ... +(2—2)23 + (z—1) 13,
138. Sommations successives des puissances. — Posons

Sia(z)=174+20 430 ., +an,
en désignant par n un entier nul ou positif ; posons ensuite
Sg.u(®) = S4,u(1) +Syu(2)+ ... + S4,n(2),
et, en général',
Sp+1,n(2) = Sp,a(2) 4+ Sp,n(2) + ... + Spa(x);

les sommes S, ., Sya, ... cbrrespondent aux sommations suc-

cessives.
. , . .
Nous supposerons S, , == 1 ; on a d’ailleurs, par la sommation

des factorielles (n° 37),

S _r(z+n...(r+p—1)
Po = 1.2.3...p

Nous allons calculer S, ,; pour cela, considérons le Tableau
ln
1% + an
17 42 438
IR - 2% 38 4 45

........................

en faisant la somme par colonnes, on obtient pour la somme des
termes de la colonne de rang p

(z—p+np* ou (z+1)p*—pit;
donc, en faisant le total de toutes les colonnes, on a
(n Ss,n = (2 +1) Sy, — Sq,p+1-
Sous forme symbholique, la formule précédente peut s’écrire

S!,u“&.‘s’: (Z‘ - 1— SI )
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On trouve. par induction, la formule générale

(2) S,n-l.n(.ru-A-é!- Stlr+i1—8][r+2—8]...[r+p—8,],

que U'on vérifie « posteriori en observant que, si I'on remplace
par (.r 41}, le premier membre augmente de

Spaalr =1,
et le second devient

I;'—! St xr+2—5][r-=3—=8]...[x+p+1—5).
el, par C(mséqucm, augmente de

G Sr e =S 3= S e p = S
c’est précisément ce que devient le second membre de la for-

mule (2). quand on y remplace p par (p — 1) et x par (& —+ 1.

Exemple I. — Calculer les valeurs de S,,, pour n —1.2,3, 4.
On trouve successivement

’

Sey= t r(r+1rir- 2,
See = s&(r--1itix —9),
S"aT.6,‘0.1-(_1'_:.1)(:1,'—5-2)(1‘3—3'61‘4"3),

Say gy (- tr- ) (22 fr — 1.

’

Pour plus de détails, wvoir nos articles du.Messenger of
S 3 \z .
Mathematics, intitulés : On the Development of <?$> in

a Series et On the successive Summations (Cambridge, 1877 ).

139. Extension de la méthode indienne. - - Considérons la suite
de z quantités
Uy, Ug, U3, cees Upy o Ur:

formons une Table de multiplication en écrivant successivement les
uns au-dessous des autres les produits des termes de cette suite

par ceux de la suite

Vi, P2, P3. ... Pp. ... Ol
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la somme des termes de la T'able sera égale au produit des sommes
U et V; des termes des deux suites. D’autre part, en ne prenant
que les p premiers termes du Tablcau qui se trouvent dans laligne
de rang p et les (p -— 1) premiers dans la colonne de rang p, on a

pour leur somme
upVp+9opUp — upop;

par suite, en faisant la somme z de ces expressions de p =1 4

p=x,ona
p=z pP=x

(1) U,V,—E(u,,V,,+v,,U,,)+zu,,vp=o.

p=1 p=1
Considérons, de méme, une troisiéme suite de quantités

Wy, Wa, W3, ..., Wp, ..., W,

et placons les unes au-dessous des autres les Tables obtenues en
multipliant tous les termes de la premiére Table successivement
par tous les termes de la troisiéme suite; nous formons ainsi une
Table de multiplication a trois cntrées, ctfle compartiment de
coordonnées p, g, r conticndra le produit upv,w,. Cela posé,
considérons successivement les cubes ayant a partir de l'origine
1, 2, 3, ..., p unités de cltés, et cherchons la somme des termes
qu'il faut ajouter au cube de rang (p — 1) pour obtenir le cube
de rang p. Nous trouvons facilement

(upVp+0pUp —upep) (Wp—wp)--wpUpV,.

Mais la sommedes termes de laTable est égale au produitU, VW,
des sommes des trois suites; on a donc l'identité

{ p=x
U, VoW, —z(u,,v,,w,, +0pWoUp + wpUpV,y)
P=A
(2) . p=zx
+2 (upopWp +opw,U, + wpupvp)—z Up¥pwp = 0.
P=1 P=A

Dans le cas ol les trois séries sont identiques, on a

U3 —32u,U2 +32ulUp, —Zu) =o.



248 ILIVRE 1. — LES NOMBRES RATIONNELS.

Par induction, on obtient une formule générale, qui s’applique
4 un nombre quelconque »n de suites, dans laquelle on apergoit les
coefficients du développement de (1 — z)7,

(3) Uz—CZupUp 1t +~Ci2upUp2— ... +~(—1)r2up=o.

Exzemple I. — Si l'on fait up =1 dans la formule précédente, et si
I'on remplace # par (x —1), on obtient la formule équivalente au déve-
loppement de

(z—1)"r+(S—1)"—SneMyo;
cette formule coincide avec la formule (2) du n° 132.

Exemple II. — Si I'on suppose, dans la formule (1),

up=vp=p(p+1)...(p+q—1.

on a, par la sommation des factorielles,

U, =PP+v...(p+q)

p= ’
q-+1

et, par suite,

S [r(z41)... (24 @)t
_ _Irz+0 .. (z+g)]2
;(2p+q Nup = P

Exemple IIl. — Si, dans la méme formule, on suppose

up= — vp = aP
PTpewn’ PTE
on obtient les relations
p=x »
a z
2.—[l+(a—1)p']= azx+,
F‘p(p-!—l) z+1
p=r Z4+1
21—_(“_1_)1"ap.__a_“__.
p(p+1) z+1

En particulier, on fera dans ces formules @ égal & ¥, § ou 2.

140. Développement du produit S»S, en fonction linéaire

- des sommes S. — Dans les formules de ce numéro, S, désigne
d’abord la somme des puissances d’exposant n des z premiers
nombres, et I'on suppose B, = —+ §; d'ailleurs les formules obte-
nues ne contiendront pas B,, de telle sorte que les formules auront
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lieu, quelle que soit la valeur de z. Faisons, dans la formule (1)
du numéro précédent,

up = p™, vp =p",
il vient la formule symbolique

(S+ B)n+1 — Ba+t + §n (S + B)Yn+1 Bm+l-
n—+1 m—+1

(1) SuSa-+SmindaSm

Nous avons ainsi exprimé S, S, en fonction linéaire des sommes
S (n° 102), et I'on voit que B, n’entre pas dans cette formule. En
supposant m=n, on a

n-—+1
2

S2 = Ssp+1 + G241 BaSap—1 + Clyy BiSypy + - ..

(2)

Ezemple I. — En supposant n égald 1,2,3,4, ..., on trouve succes-
sivement
St =8,,
S =4S;+$8s,
S} =1S,+15;,
Si=1S+18— 1Sy,

Inversement, on obtient les formules

2S; =128},

28;=38}— S%,

2S; =45} —3S}+ S},

aS,= 55} — 353+ 41 57— 451,

Exzemple II. — 1l résulte immédiatement de la formule de BERNOULLI
(n° 134) que les rapports

Se et Ser
x z2
ont respectivement pour valeurs
ap—1t
B P et Bg p—2)

pour z =o. Si l'on introduit ces résultats dans toutes les formules qui



250 LIVRE Il. —— LES NOMBRES RATIONNELS.

contiennent S, on obtient des formules correspondantes pour les nombres

bernoulliens. En particulier, la formule (1) donne

(B + B')r+1 — B'ta+1) B (B + B'yn+1_ B'(m+1)

 ——— L —
n—+1 n -1

Bin+nd2 B ’

en supposant B, = 0. On ne réduit pas les B avec les B'; mais, aprés le dé-
veloppement du second membre, on remplace les exposants de B et de B’
par des indices. Pour m —1et n =(2p —1), on a

(2p —1)Bsp—+ (B + B’ jtreteo.

Cette formule donne une relation du second degré cntre les nombres de
BernovLul. Elle a été publiée, sans la forme symbolique, par M. Worox-
TzOFF, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (t. XV, jan-
vier 1876), et par M. LE PatGE, dans les Bulletins de I’ Académie de Bel-
gigque (t. XLI, mai 1876).

Exzemple III. — Au moyen de la formule (2), on peut exprimer l¢ pro-
duit S, 8,8, ¢n fonction linéaire des sommes S. On a ainsi, en particulier,

4(S5)3= 3848,
IQ(S’ )= IGSQ— 5S;+ S!.

Voir dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (2°série, t. X)un
article de M. AviGuEs.

141. Somme alternée des puissances des nombres entiers. — Si
'on désigne par z un nombre pair, on a les formules

pliPt4a2p-1 4314 = (z— 1) |t (2B Y—Bp,
x x A

—1 4 op—1 P (S —g )t B )r—Be.

p[w 2rP-1+3 (2 1/) ] (\2—‘— /)p ;

Multiplions par 2? tous les termes de la seconde égalité, retran-
chons ensuite de la premiére, et posons

(1) 1P=1— gP=14 3Pt — -t (r—1)P~1=Zp_y,
avec
(2) 2(1—2P)Bp=Gp;

il vient la formule symbolique
(3) 2p Zpg( - DT (r + G — Gr.

Ainsi, comme dans le développement de S,_,, les coefficients du
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développement de =, _, sont ceux du bindme multipliés respective-
ment par les nombres G, qui se déduisent des nombres bernoul-
licns par la formule (2), ou plus généralcment par la formule

(2) 1 (G f(B) -~ f(2B).
On a, pour les premiéres valeurs de p,
G,,:(). Gl_—-;-l, G’ =—1, G; =1,

G;=—3, Gs=—+17, Gyo=— 155, Gy =+ 2073,

et Ggpyy est nul, de méme que B,p,,. Ces nombres ont été con-
sidérés par EoLer ct plus particuliérement par Gevocenr (').

Si, dans la formule (3). on remplace x par (x + 2), on obtient
par différence

(r+G-t-2W—(r+ G —ap|ir+1)P—t — xP-1];
cette identité, qui s’applique pour toutes les valeurs paires et posi-
tives de .z, est vérifice pour une valeur quelconque entitre ou frac-
tionnaire, positive ou négative. Donc, en désignant par f(.x) un
polyndéme quelconque, on a 'identité fondamentale pour le cal-
cul des nombres de Genoccrr

Jr+G+a2)--f(r -Gre—affir+1) -frr)]

Avec la notation des différences et des différentielles, on a

ar
Afir-—--G)do—oA =,
Sir--G)e 23 555
puis, pour le cas de deux variables,
)2
A f(r -G, y + Gt {—2)2A2 O
- : Jr dy

en supposant Az, Ay égaux 4 2 dans le premier membre de ces égalités,
et ¢gaux a 1 dans le second membre. Cette relation s’étend & un nombre
quelconque de variables.

142. Nombres de Genocchi. — Nous avons trouvé au n” 1335 (for-
mule 6). la relation

Jf(2B+ 1+ f(2BY —a f(B)<o;

i) .Annales de Tortolini, t. 11I. Rome, 1852.
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mais. d"autre part. nous avons

FfBei —F B axf ...

par suite, en retranchant membre 2 membre.
FaB—. —F B—t—F2B —F B J==—7 . _

Ea tzpant compte d» la définition des nombres G. drenée dams
le pum:ro précident. on a dene

f—r — G =2y

En partcalier.poar 7 £ =r*etf r = r— =t [ veemt.

asee ST,
GT— G — Tk,

SR 58— 0, Wz

poar 7 =2 > 1.k Diemalr prévedente feviem:

GGz A
ar oS acmhees O wrat 1os comne s aombess Bl sear 72 Imoair
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vft:!!E
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Ezemple I. — Calculer les sommes =, pour p=o, 1. 2, 3, {.
On trouve
2Z0=(—1)*—1,
§2y=(—1)*(2z +1) =+,
23, =(—1)*(zt—2),
8= (—1)* (423 —422+1) 1,
Zy= S (xt—2x—1).

143. Somme des puissances des nombres impairs. — Si l'on
désigne par T, 'expression

(1) Tp=1P+3P+...+ (22 —1)P,
on a, pour le nombre impair de rang z,
(2z— )= (2z2)?— Cl(22)P—1+ C}(22)P 2+ ...+ (—1)P;

remplagons successivement z par 1, 2, 3,..., x, et faisons la
somme des égalités obtenues, il vient, en supposant ici que S, dé-
signe la somme des puissances d’exposant p des x premiers
nombres, I'égalité symbolique

(2) Trdo (2S —1)P;

par suite, les symboles T et (25 — 1) et, plus généralement, quelle
que soit la valeur de I'indéterminée 1, les symboles (T + 1) et
(28— 1 -+ 1) sont équivalents dans les formules; on peut donc
remplacer S par (T -~ 1) dans les formules qui contiennent S.
Ainsi, par exemple, on a la formule

(3) S T+2i—f(T)s f(az+1)— f).

On obtientla somme des puissances semblables T, des nombres
impairs par un polynéme développé suivant les puissances ascen-
dantes de z, au moyen de la remarque suivante, qui était connue
des algébristes arabes (') : La somme des puissances pié™es des 2z
premiers nombres entiers égale la somme des puissances piémes

(*) Lacroix, dans son Traité de Calcul diffcrentiel, ctc., attribuc cette pro-
position 4 LoraNA (2* édition, t. II, p. §45 et 759). On trouve la somme des cubes
des nombres impairs dans un ouvrage d’IBx ALMapipt. Voir les Arnales de Torto-
lini (t. VI, p. 239).
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des x premiers nombres impairs, augmentée du produit par a*
de la somme des mémes puissances des .« premiers entiers.
On a donc

PTpi2r = B)yr—RBr. ar-t|(z — Bw— BP];
par conséquent, si I'on pose .
) R, =B -ar-1),
on a, pour Tp_,, le développement
(3) PTp (22 -~ R)p— Re.
Si I'on remplace r par (x -+ 1) dans la formule (3) et si l'on
prend la différence, on obtient I'identité
(22 -r2+4+Rpp— (20 - Ry piar — 1

par suite, en remplagant (2.x - 1) par », il vient

(=+Ra+=1)r—(y+R—-1)ropyrt:
d’ott 'on déduit la relation plus générale

SJO+=R+1)—=fiy+R—1)ye= /).
ct. en particulier, pour ) = o.
(6 S R=n—f(R--n o).

Cette formule est L'identité fondamentale pour le calcul direct
des cocfficients R, que I'on peut aussi déduire des nombres ber-
noulliens. Les premicres valeurs de R sont, avec Rypuy = o

1 - 3

1
= - Rym — = R,— .- %> Rg= — —,
¢ 2 : 6’ ! 30 ¢ i2
2= 2315
= —_ Ryo- -."°
Ry= + == 1o 66

') Si l'on remplace successivement, dans la formule (U), le polynome f () par
exs, sinxs.,
on obtient les développements
3

2

cosécs<bcosRs.

convergents pour toutes les valeurs réclles ou imaginaires de 2. dont le module

est - =
Voir SERRET. Traité de Trigonométrie, 5 ¢dition, p. 265 et 310
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Exemple I. — Calculer les sommes T, des puissances des # premiers
nombres impairs, jusqu’a p = 8.
Si I'on pose y = 4%, on trouve pour les exposants impairs
Tg - .l':,
Ta = 1"(';‘}’— 1 )a
Ts— :}.t’()”— Sy +7)
7 5
T:=z (i — i+ 2y =5

et pour les exposants pairs

3ITy—=w(y—1),

5Ty=T«(3y —7).

7Te= Ta(3p*—18y + 31),
3Te=Ta(y3—11y2+ 22 y —2})

Exemple II. — Démontrer la formule

. P '

- “ee - o Pp.

(R 1(R+3)...(R+2p l)_1)+lalp
Exemple II1. — Exprimer T, en fonction du dernier terme (22 —1)= 3.

On trouve
2p Tyt (3+2B)r—2Re,
Ezemple I'V. — Développer le produit T,, T, en fonction linéaire des
sommes T.

Si 'on fait u,= (2p —1)” et v,=(2p —1)* dans la formule (1) du

n° 139, il vient, en supposant By =+ %,

("[‘_‘I._.ZB):H-I_QRIIH T (T-+~92B)Yn+1 — g Rm+1
- —_ n - 3
20 + 2 ' 2m + 2

TuTn+ TmendeTH

et, en particulier, pour m = n,

(1‘+ .,'BVH—I_ an-H
n+ 1 :

(T + Typete T

Si I'on fait 3 = (22 —1) = o, I'expression 2nT,_; devient égale 4 G, et
P'on obtient alors une relation entre les nombres B et G, car les R dispa-
raissent.

144. Sommation alternée des puissances des nombres impairs.—
Reprenons I'identité du n° 142

(r+G+ 1Y+ (x+ G)rtoanzgn?;
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remplagons z par § r, il vient

(z4+2G+12)"—(z+aG)pt fnzn-t;

par suite, en désignant par f{r) un polyndme entier, et par
F () le polyndme intégral, on a

(1) (f(2)2F(z+2G+2)+ F(zr +12G);

remplagons successivement z par 1, 3, 3, .... (22 —1), et faisons
la somme alternée des égalités obtenues, il vient

( S =S —f(5)—...—( -1 f(az—1)
(2) M iF(2aG -1~ (—1)*F(az+aG+1).
143. Nombres d’Euler (. — Nous appellerons ainsi les nom-

bres définis par la formule de récurrence
() (E+1)P+ (E—1)retoo,

pour toutes les valeurs cntiéres et positives de p, avec la condition
E,=1, de telle sorte que, pour p =0, on doit remplacer le sec-
cond membre o de la formule précédente par 2. Si I'on désigne
par f(x) une fonction entiére quelconque, on a donc I'identité
Jondamentale

(2) SIE+1 = f(E—n<a flor;

par cxemple, pour f(z) = (x —1)P(z + 19, il vient

(3) Er(E+2)7=— E7(E —2 ) o(— 1.
On a, pour les premiéres valeurs de I'indice,

Eo~_—+l, Ez:—l, E'.:—I-S, EG.-“-—G],
Es = +1385, Ejo=— 50521, E{s = + 2702765,

d’ailleurs, la formule (1) montre immdédiatement que Eqppy=o0
) q 4 ’
et que les nombres culériens d'indice pair sont entiers el impairs.

(') SYLVESTER. Comples rendus de U Academie des Sciences (Paris, t. XXV,
p. 161).
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La formule (2) peut se généraliser ainsi (n° 121)
i) S(x+E+1)+ f(z+E—1)baf(z);

remplagons successivement x par les nombres impairs 1, 3, 5, ...,
(22 — 1), et faisons la somme alternée des égalités obtenues,
il vient
%) (SO —SB)+S(5)— ... — (= 1)* floz —1)

' ! Aok f(E) — {(—1)* f(2z -+ E).

Exemple I. — Trouver la somme alternée des puissances semblables
des z premicrs nombres impairs.
En posant

0,=1P—3P 5P —...+ (—1)F (22 —1)P,
on a, en faisant f(x) = z# dans la formule (5),
20, L EP— (—1)* (22 + E)r.
On trouve ainsi, pour les indices impairs, en posant y = ax,

8y =(—1)* 1,

6; = 8y(y2--3),

05 = 6;()*—5)3,

8, = 0,(ys— 21 y*+ 175y — 4u7),

By = 0, (8 — 36 %+ 630y* — 5124 2+ 12465).

Exemple II. — Démontrer que le quotient de 8; par 8, n’est jamais un
carré parfait, et que le quotient de 8; par 8, est un carré parfait et n’est
jamais un bicarré.

L’étude de la Table des carrés montre que la différence de deux carrés
n’est égale 4 3 que pour (22 —1?) et 4 5 que pour (32— 22), et puisque I'on a

91 es -
k. P S —(4xr— 5
8, 42— 3, 8, (fx2—5)2,

le théoréme est démontré, car on supposc z entier ct positif.

146. Relations entre les nombres d’Euler et les nombres de
Bernoulli. — En comparant les deux derniéres formules des nu-
méros précédents, dont les premiers membres sont identiques,
on en déduit la relation générale

f(aG +1)2f'(E),
"E.L. — L. 17



258 LIVRE [1. — LES NOMBRES RATIONNELS.
et, avec une variable arbitraire (n® 121),
Sf(z+2G+1)Laf'(s=—E).
On a ainsi une premiére relation générale entre les nombres

d’Ecrer et ceux de Genoccnr. En particulier, pour f(s) = 5™, on

a la formule
(s+2G+1)yndoam(s + Eyn-1;

puis, pour 3 =—1, il vient

(2Gyn Lam(E —1)ym—?

et. pour 3= o,
amEm—tcts (2G —1)m;

ces deux formules ont été obtenues par Scuerk ('), mais sans
I'emploi du calcul symbolique. Elles expriment les nombres de
Genoccur en fonction des nombres d’EcLen, el inversement.

147. Formules de Cesaro. — Considérons une suite de nombres
Ay, @, dsy ..., QAp_3, Qu_y, Qp,

tels que la somme des nombres & égale distance des extrémes
soit constante ct égale a z; désignons par S, la somme de leurs
puissances d’exposant p,

Sp=al+al+al+...+af;
ar hypothése, nous pouvons encore écrire
k]
Sp=(x—ay)P+(r—a,)P+...4+(x —ay)P;

mais si 7 représente 'un des nombres 0, 1,2, ..., n, on aparla
formule du binéme

(x —ay)p=zxr— C,',.TP"’ar+ C,’,z‘l*"a,’.—i—. e (— ay)P;

remplagons successivement r par o, 1, 2, ..., n, ct faisons la
somme des égalités obtenues, nous trouvons la formule symbo-

lique

(1) Srho (z—S)p,

(') Scuerk, Mathematische Abhandlungen (Berlin, 1825).
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en tenant compte de I'exposant zéro de S. Plus généralement, si
I'on désigne par f(y) un polyndéme entier, on a l'identité

(2) S(S)& f(z —8).
Supposons, par exemple, f(y)=y?(1 — »)9, il vient
(3) SP(x —S)r<L S7(x— S)P
et, pourg=(p—+1),0n a
€3] Sr(x— S)r(x —28)ro.
En faisant p =1, 2, 3, 4, on trouve successivement

0=x8;—3x S+ 2 S,

0=2a38g-- 4r?S3+ 5x S;— 2 S;,

0=a*S;-- 5238, + 9x?S;-- sz Sg+2 S,

0= 78S, — 6x*S;+ 1423Sg— 1625, + xSy — 28,,

.................................................

Ces formules ne déterminent les sommes S que pour les indices
impairs de S, puisque les termes @ sont en nombre quelconque
et ne sont assujeltis qu'aux conditions énoncées plus haut. Mais
ces formules s’appliquent évidemment aux sommes S des puis-
sances semblables des z premiers nombres entiers, des puissances
semblables des termes d'une progression arithmétique et 2 beau-
coup d’autres suites.

148. Suites de Cesaro. - - Nous désignerons, sous ce nom, toute
suite de nombres

(v) AO, Alx Ay, Lo, Any o0y

tels que I'on a pour tout nombre n, entier et positif, la relation
symbolique fondamentale

(2) Arcdo (1-- A)n,

En supposant Ag==1,0n a A, =}; mais A; n’est pas déterminé
par I’équation précédente qui ne détermine les nombres A que
pour les indices pairs, lorsque I’on connait les nombres qui cor-
respondent aux indices impairs, ou inversement.
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Les formules précédentes permettent de simplifier notablement la théo-
ric des développements en séries des fonctions circulaires et des fonctions
e?p.uncnucllcs. En supposant le module de 3 plus petit que 4=, on ales
séries convergentes

s 3 3
R Y Tem D A =z
e -1 ’ a 2 — COSB..,
S s 3 .
- EEXAN —coséc 3 <A cosRs
¢ -¢ * 2 b
23 . s
i, G2 = nd -
-c—;__lu_‘.-'c', .lang;U_\-cosG.,
2 ks : :
- ToEper, séc 3 cos Es.
pil_e-3
On en dédait les valeurs des séries
1 1 1 . 22p—1
— TP T T Ao T e = — -1 2 ~2
120 2t (— )P (21),! 0 ”Bg’,,
1 1 1 1 T
e T T 3T T g T T Gprt =" R,
[ B ] L1
Tp T o 51p -25 T i T U— )P ('1_1’)_' .-.wG,P,
1 [ | 1 C—1)P -
ap T 3ip T ohep T Sip T Y gy o] TP Esp.
1 3 a3 T ip+2 \2P)! 1 4

On peut étendre les formules du texte pour les développements de
Sp. Ty Tp. 8, lorsque Ton suppose p positif ou négatif, entier ou frac-
tionnaire ; maix les développements sont illimités et conduisent aux défi-
nitions des nombres B, R, G. E. d'indice négatif ou fractionnaire. En
particulicr, pour p—= — 1, en a la formule de StIRLING et la constante
{'EvLen.

Les développements des puissances ¢*™* des séries

BT e oGz B3

mis sous les formes exponenticlles symboliques

L.B,:‘ r:“’:, ‘.G,:' ‘,E,:.
conduisent aux definitions des nombres B, R, G, E des divers ordres

Voir, peur plus de détails. nos articles du Bulletin de la Société ma-
thématique t. Vo VL VI VI

Eremple I. - Etudizr. comme au u* 119, les propri¢tés des polynomes
Ty Xp. 0,0 )

Eremple 11, — \ppliquer les tormules des Eeemples et I du n° 133
aun nombres R, G, E.
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Exemple I11. — Donner, pour les sommes alternées, trois formules ana-
logues a la formule (1) du n°136.

Eremple IV. — Appliquer les théories et les formules du n° 138 4 la
sommation successive pour les sommes T, Z, 6.

Exemple V. — Développer, comme au n° 140, les produits
TwuTr, EmSa, OmOa
en fonction linéaire des sommes T, Z, 6.
Exemple VI. — Démontrer la formule
S(E+2)—f(E—2)haf()—af(—1),

et en déduire, pour le calcul rapide des nombres d’EcLER, les formules
donnges par M. RabICkE,

Em(E “+ 4 — En(E ___i)mu_\:. 2(_|)m(3n — 3m)’

et
2 o — 3
)m—l—"' Egm -+ ﬂj___l. 2C2 Eyppg + 1’"5_. 22CA Eypmey ... = (—3)m;

le dernier terme du premier membre est 22mE,, ou (m + 2)am-? Eu+,
suivant que m est pair ou impair.

Exemple VII. — Démontrer la formule

At AS AS
Epto (1+4 — =+t g5+
ned (1 )<l 2 e )'

dans laquelle on remplace les puissances de A par les différences corres-
pondantes de z* pour x = o.
Exemple VIII. — Démontrer que si f(z) désigne un polyndme quel-
conque, on a les formules
hf’(-l')“i-’ eBIlf(.!‘d—/l) _ eBItj'u'),
/If'('.r)‘-'_‘-' CMI‘IM) _ en’ll(-l"——h,’
2hf(z) o ISR o (ChIn)
ﬁf(l') o eliltf(.!‘-i—/l) + euﬂx‘—ll)’

en remplagant, aprés le développement exponentiel du second membre,
les exposants de B, R, G, E par des indices, et les exposants de f(z) de
Sz -+~ h) et de f(x — h) par des indices de dérivation. La premiére ct la
troisi¢me des formules précédentes correspondent a des développements
qui ont été donnés par EvLER, par STIRLING et par BooLE.

—tta——
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CHAPITRE XV.

LES FONCTIONS SYMETRIQUES.

150. Ponctions symétriques fondamentales. — On appelle
JSonction symétrique de plusieurs quantités toute fonction qui ne
change pas. quand on échange de toutes les maniéres possibles les
quantités qu’elle renferme. Ainsi le produit

Sfiry=rx—anxr—bir—ci..x—1)

est une fonction symétrique des n quantités a. b, c. ..., !, quelle
que soit la valeur de . En développant le produit, on trouve

f(r’____. z-n__p|zl—l..z_p,1-u—l._. . .—.-(—l)"p,,
en écrivant, suivant I'usage.
pp=%a, pi=Z%ab, py=Zabec. cees pa=abec.._l.

Les coefficients py, pa, pss - ... pn sont des fonctions symé-
triques des n quantités; ce sont. en effet, les fonctions symétriques
les plus simples, puisque chaque quantité n’y figure qu'au pre-
mier degré; nous les appellerons fonctions symétriques fonda-
mentales. Lorsque toutes les quantités sont égales, on retrouve
pour f(xr) le développement du bindme (r — a)*; d'ailleurs, la
fonction symétrique fondamentale p, contient les combinaisons
C? des n lettres prises q a q.

La théorie des fonctions symétriques a pour objet principal
d’exprimer toutes les fonctions symétriques par les fonctions sy-
métriques fondameutales et, inversement, d’exprimer toute fonc-
tion de py, pay P3s -+ +» Pa, au moyen des quantités a, b, ¢, ..., L.

151. Formules de Newton. — Ces formules ont pour objet
d’exprimer les sommes des puissances de méme exposant des



CUAPITRE XV. — LES PONCTIONS SYMETRIQUES. 263

quantités a, b, ¢, ..., [ par les fonctions symétriques fondamen-

tales. Soit
sy=Sat=a?l +b1--c7—+... 5 lu:

on a l'identité (n° 111)

SO S e
r—d r—b r—c¢ a--1

S =

mais. en se reportant & l'expression du quotient de f(x) par
(o — @) donnée au n° 72, et en faisant la somme des quolients,
on trouve par Pidentification

[ 0735 — P
0=S83 — P18y -+ 2P,
() ‘o=13$§; —p;Sss “—pis; —3Ip,,

0= Sp_y— P1Sp—s+ PaSn—3— ... = (— 1)"=1(n—1)pp—y.

La premic¢re de ces formules fait connaitre s,, la deuxiéme s,,
la troisi¢me ss, et ainsi de suite jusqu’a s,_,. On trouve ainsi

. $1= Py,
s1=pl—2py,
. S3— pl—3pipa-+-3py,

sv= py— §Pipa+ dpyps+2p} - ips.
s3 = pi—plps—+ S5pips—Spipy— Spips— Spapa+5ps,

Pour obtenir les sommes des puissances dont I'exposant sur-
passe {n—1), on remarque que x?f(x) s’annule pour a, b,

€y + -+, l, €1, par suite, qu'il en est de méme de la somme de ces
quantités. On a donc la formule générale symbolique

s'lf(s)‘-_“.-'o,

dans laquelle ¢ désigne un nombre entier positif, nul ou néga-
tif. En supposant ¢ =1,2,3,..., on calculera successivement
Suy Sngty Sng2s --.; €n supposant g = —1, —2,—3, ..., on
calculera successivement s,, 5_,, 5_a, ...; on a d’ailleurs s, = n.

Inversement, on peut calculer les fonctions symétriques fonda-
mentales py, pa, ps. . .., pa, lorsquel'on connait sy, sy, 53, - - ., Su-
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Ona

1ipy=s,
2! py=s}— s,
3! pa=s]— 3siss+ 25,
(3) ( §!py=st— 6sisy— 8s,s3— 353 —6s,,

5! ps=s} —108}s53+20s}s3-+155,53 —305,5, — 208355+ 2453,

D I I R R I N I A A S S I A S SR Y

R R

R I I S I AT S PP PP PP S

Erxemple I. — On a la formule
(Ca?+ Zab)=Za(Sa)+ (Zab).
Exemple II. — La somme des produits ¢ & ¢ des n quantités

a,a?, a, ...,an
a pour ¢xpression

an—1 ar~'—1 ar-1. - an -9+ — qlq+1
- — ————— e s » ——a 2 .
a—1 a'—1 a’—1 a? —1

Ezxemple III. -- Soient des nombres positifs @, b, ¢, ..., !, en nombre p;
désignons par A, G, H les moyennes arithmétique, géométrique, harmo-
nique de leurs puissances d’exposant p; si les nombres donnés ne sont
pas tous égaux, on a les inégalités (ordre alphabétique)

A-G >
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